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Ââåäåíèå
Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü dRn(F, U) âåêòîðíîãî ïîëÿ F : Rn → Rn ïî îòíî-
øåíèþ ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó U ⊂ Rn â ëó÷àå îäíîñâÿçíîãî ìíîæåñòâà
U, îãðàíè÷åííîãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé æîðäàíîâîé êðèâîé q, è
n = 2 ââåäåíà À. Ïóàíêàðå è èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì èíäåêñà êðèâîé q ïî
îòíîøåíèþ ê ïîëþ F (ñì. [43℄, ë. 3). À. Ïóàíêàðå èñïîëüçîâàë ïîëó÷åííóþ
õàðàêòåðèñòèêó äëÿ àíàëèçà ñóùåñòâîâàíèÿ, ÷èñëà è òèïà îñîáûõ òî÷åê äâó-
ìåðíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ê íåìó æå âîñõîäèò îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè: åñëè dR2(F, U) 6= 0, òî â U èìååòñÿ îñîáàÿ òî÷êà
ïîëÿ F è ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè (ïåðâîå îñíîâíîå
ñâîéñòâî ñòåïåíè), èìåííî, åñëè U = U1 ∪ U2 è U1 ∩ U2 = 0, ãäå U1, U2 ⊂ R2
 îòêðûòûå ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííûå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííû-
ìè æîðäàíîâûìè êðèâûìè, òî dR2(F, U) = dR2(F, U1) + dR2(F, U2) (ñì. [43℄,
ñ. 38). Òàêæå À. Ïóàíêàðå äîêàçàë, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò ïðîñòóþ
îñîáóþ òî÷êó (ïðîñòîé íóëü) ïîëÿ F è äîñòàòî÷íî ìàëî, òî |dR2(F, U)| = 1
(â çàâèñèìîñòè îò òîãî dR2(F, U) = 1 èëè dR2(F, U) = −1 À. Ïóàíêàðå äå-
ëàë âûâîäû î òèïå îñîáîé òî÷êè), åñëè æå â ýòîì ìàëîì ìíîæåñòâå íåò
íóëåé ïîëÿ F, òî dR2(F, U) = 0 (âòîðîå îñíîâíîå ñâîéñòâî ñòåïåíè) (ñì.
[43℄, ñ. 39). Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà
U ∈ Rn è n ∈ N êîíñòðóêöèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ïîëó÷åíà Ë. Áðàó-
åðîì [48℄, êòî òàêæå ñîðìóëèðîâàë òðåòüå îñíîâíîå ñâîéñòâî òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñòåïåíè (ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ Áðàóåðà) î òîì, ÷òî ñòåïåíü dRn(F, U)
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, åñëè îáëàñòü U è îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî ìå-
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íÿþòñÿ òàê, ÷òî â îáðàç ãðàíèöû ∂U ýòîé îáëàñòè íèãäå íå ïîïàäàåò
íóëü (ñì. [48℄, ñâîéñòâî ñ. 105). Íàêîíåö, Æ. Ëåðý è Þ. Øàóäåð ðàññìîò-
ðåëè ñëó÷àé, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ òîæäåñòâåííîãî è êîìïàêòíîãî
îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçûâàÿ âîçìîæíîñòü
àïïðîêñèìàöèè ýòîé ñèòóàöèè íåêîòîðîé êîíå÷íîìåðíîé è èñïîëüçóÿ â ïî-
ñëåäíåé ñòåïåíü Áðàóåðà, Æ. Ëåðý è Þ. Øàóäåð îáîñíîâàëè îïðåäåëåíèå
ñòåïåíè â áàíàõîâîì (áåñêîíå÷íîìåðíîì) ïðîñòðàíñòâå (ñì. [22℄, 1).
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ê çàäà÷àì È. . Ìàëêèíà è Â. Ê. Ìåëüíèêîâà î
ñóùåñòâîâàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
x˙ = f(t, x) + εg(t, x, ε), (1)
ãäå f : R × Rn → Rn, g : R × Rn × [0, 1] → Rn  T -ïåðèîäè÷åñêèå ïî
ïåðâîé ïåðåìåííîé íåïðåðûâíûå óíêöèè è ε > 0  ìàëûé ïàðàìåòð. Ê
ñèñòåìàì âèäà (1) ïðèâîäèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàç-
íîîáðàçíûå íåëèíåéíûå ïðîöåññû, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ,
Äóèíãà, "ñèíóñ îðäîíà" â îòñóòñòâèè äåìïèðîâàíèÿ, ïëîñêîãî ìàÿò-
íèêà, "õèùíèê-æåðòâà" ïðè ó÷åòå ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ êëèìàòà. Îä-
íîé èç íàèáîëåå âàæíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè ýòîì çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
î ñóùåñòâîâàíèè â ñèñòåìå (1) T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïðà-
âûå ÷àñòè ñèñòåìû (1) íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìû,
à òàêæå, ÷òî èçâåñòíî ñåìåéñòâî {x˜λ}λ∈Λ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîðîæ-
äàþùåé ñèñòåìû
x˙ = f(t, x). (2)
Îäíèì èç îñíîâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâàííûé íà òåîðåìå
î íåÿâíîé óíêöèè ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå (ñì. Á. Ï. Äåìèäîâè÷
[11℄, ë. III,  24, Ì. îçî [44℄, ë. 9,  1), ðàçâèòèåì êîòîðîãî äëÿ ðàçëè÷-
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íûõ ñèòóàöèé çàíèìàëèñü Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí [41℄, À. À. Àíäðîíîâ-À. Âèòò
[1℄, Í. . Áóëãàêîâ [7℄, Í. Ì. Êðûëîâ - Í. Í. Áîãîëþáîâ - Þ. À. Ìèòðî-
ïîëüñêèé [33℄, À. Ì. Êàö [14℄, È. . Ìàëêèí [29℄ , Â. Ê. Ìåëüíèêîâ [31℄ è
äðóãèå. Â ðàáîòàõ âñåõ óêàçàííûõ àâòîðîâ ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà-
÷å áèóðêàöèîííàÿ óíêöèÿ M, è ïðåäúÿâëÿåòñÿ óñëîâèå î ñóùåñòâîâàíèè
ó ýòîé óíêöèè ïðîñòîãî íóëÿ λ0 ∈ Λ, òî åñòü òàêîãî ÷èñëà, ÷òî M(λ0) = 0
è M ′(λ0) 6= 0. Ïðåèìóùåñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îíè ðàáîòàþò â ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèå g âñåãî ëèøü íåïðåðûâ-
íî, à òàêæå íå òðåáóþò íàõîæäåíèÿ ïðîñòûõ íóëåé áèóðêàöèîííûõ óíê-
öèé. Âìåñòî ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû
(1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè ãðàíèöå ∂U òàêîãî îòêðû-
òîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rn, äëÿ êîòîðîãî óêàçàííîå ïîâåäåíèå
ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ. Îäíèì èç îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ äîêàçà-
òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï íåïî-
äâèæíîé òî÷êè. Íàèáîëåå óäîáíîå åãî ïðèìåíåíèå ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè dRn(I − P, U) íåêîòîðîãî âñïîìîãàòåëüíîãî îïåðà-
òîðà P : Rn → Rn, íåïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
U è ñ ïðîâåðêîé îòëè÷èÿ ýòîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îò íóëÿ. Â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîãî îïåðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð Ïóàíêàðå Pε : Rn → Rn,
ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå ξ çíà÷åíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ
x ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξ â ìîìåíò âðåìåíè T.
Ïåðâàÿ îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè dRn(I − Pε, U)
äëÿ ñèñòåì òèïà (1) ïîëó÷åíà Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèì è À. È. Ïåðîâûì (ñì.
[18℄ è [40℄) è ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòà È. Áåðøòåéíà - À. Õàëàíàÿ [4℄.
Îí îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî U óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ íåâîçâðàùàåìîñòè, òî åñòü èç ãðàíèöû ∂U ýòîãî ìíîæåñòâà èñõîäÿò (â
íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè) òîëüêî òàêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò ∂U
ïðè âñåõ t ∈ (0, T ]. Â ýòîì ñëó÷àå Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèì è À. È. Ïåðî-
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âûì óñòàíîâëåíà îðìóëà dRn(I − Pε, U) = dRn(−f(0, ·), U), ïîçâîëèâøàÿ
ëåãêî ñ÷èòàòü dRn(I − Pε, U) è äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå T -ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé äëÿ (1) âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ãäå ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå
îòâåòà íå äàåò, âêëþ÷àÿ âñå òå, ãäå óíêöèÿ g âñåãî ëèøü íåïðåðûâíà. Ìîäè-
èêàöèÿ îðìóëû Êðàñíîñåëüñêîãî-Ïåðîâà äëÿ òàê íàçûâàåìûõ m-ñèñòåì
ïîëó÷åíà Ý. Ìóõàìàäèåâûì [38℄, ïðè ýòîì â ëåâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé
îðìóëû âìåñòî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U áåðåòñÿ íåêîòîðîå áåñêîíå÷íî
áîëüøîå ìíîæåñòâî. Ïîñëåäíèì ïðèíöèïèàëüíûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà À. Êàïåòòî, Æ. Ìàâåíà è Ô. Çàíîëèíà [50℄, ãäå
óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà (2) àâòîíîìíà, òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè îðìó-
ëû Êðàñíîñåëüñêîãî-Ïåðîâà äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû ∂U íå ñîäåðæàëî
íà÷àëüíûõ óñëîâèé T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2).
Âòîðàÿ îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè dRn(I − Pε, U)
ïîëó÷åíà Æ. Ìàâåíîì [64℄ è ïðåäïîëàãàåò, ÷òî f = 0. Æ. Ìàâåí óñòàíîâèë,
÷òî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ΦT Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà-
Ìèòðîïîëüñêîãî íåâûðîæäåí íà ∂U, òî dRn(I − Pε, U) = dRn(−Φ
T , U), íå
ñìîòðÿ íà òî, ÷òî dRn(I−P0, U) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íå îïðåäåëåíî.
Ïîëó÷åííàÿ îðìóëà ïîçâîëèëà äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå T -ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé âî ìíîãèõ òàêèõ ñèñòåìàõ, ãäå óñëîâèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
À. À. Àíäðîíîâà, Í. . Áóëãàêîâà, Í. Ì. Êðûëîâà, Í. Í. Áîãîëþáîâà è
Þ. À. Ìèòðîïîëüñêîãî íå âûïîëíåíû. Âàðèàíòû óêàçàííîé îðìóëû äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ óñëîâèÿ Æ. Ìàâåíà íå âûïîëíåíû, ïîëó÷åíû
Ì. È. Êàìåíñêèì [12℄ íà îñíîâå òåîðåìû Êðàñíîñåëüñêîãî-Êðåéíà [17℄ (ñì.
òàêæå [11℄, ë. V,  3) î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. àç-
âèòèå ïîñëåäíåé òåîðåìû äëÿ ñèñòåì ñ íàñëåäñòâåííîñòüþ ñäåëàíî â ðàáîòå
Â. Â. Ñòðûãèíà [46℄, ÷òî ïîçâîëèëî îáîñíîâàòü îðìóëó Ìàâåíà è äëÿ òàêèõ
ñèñòåì.
Í. À. Áîáûëåâ è Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèé çàìåòèëè [6℄, ÷òî íè îäíà èç
ðàññìîòðåííûõ îðìóë íå äàåò ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷
7
È. . Ìàëêèíà [29℄ è Â. Ê. Ìåëüíèêîâà [31℄ î ñóùåñòâîâàíèè äëÿ ñèñòåìû
(1) T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè
îêðåñòíîñòè T -ïåðèîäè÷åñêîãî öèêëà x˜ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2) â ñëó÷àå,
êîãäà ïîñëåäíÿÿ àâòîíîìíà (È. . Ìàëêèíûì ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé èçî-
ëèðîâàííîãî öèêëà x˜, à Â. Ê. Ìåëüíèêîâûì ñëó÷àé, êîãäà öèêë x˜ âëîæåí â
íåêîòîðîå ñåìåéñòâî öèêëîâ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû). Óêàçàííîå çàìå÷àíèå
îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî âûáèðàÿ ìíîæåñòâî U ëåæàùèì â îêðåñòíîñòè öèê-
ëà x˜ è óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì íåâîçâðàùàåìîñòè, êàê ïðàâèëî, èìååì
ðàâåíñòâî dRn(−f(0, ·), U) = 0. Èñïîëüçîâàíèå æå îðìóëû Ìàâåíà âîçìîæ-
íî òîëüêî ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ñèñòåìà (1) ïðè-
âîäèòñÿ ê òàêîé T -ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå òèïà (1), â êîòîðîé f = 0 (ñì.
Ê. Øíàéäåð [71℄). Ïîñëåäíåå âîçìîæíî â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòå-
ìà (2), ëèíåàðèçîâàííàÿ íà x˜, èìååò òîëüêî T -ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ÷òî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûïîëíåíî ëèøü äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì (2). Âîçíèêàåò
åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà: ðàçðàáîòàòü îðìóëû âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ñòåïåíè dRn(I − Pε, U) äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ìíîæåñòâ U è ïîðîæäà-
þùèõ ñèñòåì (2), êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû
ðåøåíèÿ çàäà÷ È. . Ìàëêèíà è Â. Ê. Ìåëüíèêîâà ñ îäíîé ñòîðîíû è ïðåâðà-
ùàëèñü áû â îðìóëû Êðàñíîñåëüñêîãî-Ïåðîâà è Ìàâåíà â ðàññìîòðåííûõ
èìè ñèòóàöèÿõ ñ äðóãîé ñòîðîíû. Âîçìîæíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ ñîðìóëè-
ðîâàííîé ïðîáëåìû ïðåäëàãàåòñÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
Àêòóàëüíîñòü ðàçðàáîòêè óêàçàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ àíàëîãîâ ñâÿçàíà
åùå è ñ òåì, ÷òî öåëûé ðÿä ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì (1), â êîòîðûõ óíêöèÿ g íå äèåðåíöè-
ðóåìà, íàïðèìåð, àñèììåòðè÷åñêèé îñöèëëÿòîð Å. Í. Äàíñåðà [52℄, ìîäåëü
êîëåáàíèé ïîäâåñíûõ ìîñòîâ À. Ñ. Ëàçåðà-Ï. Äæ. Ìàêêåííà [59℄ è äðóãèå.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-
÷àé, êîãäà ñèñòåìà (1) èìååò âèä
x˙ = f(x) + εg(t, x, ε), (3)
8
è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà ∂U ìíîæåñòâà U ⊂ Rn ñîäåðæèò êîíå÷íîå
÷èñëî íà÷àëüíûõ óñëîâèé T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé àâòîíîìíîé ïîðîæäà-
þùåé ñèñòåìû
x˙ = f(x). (4)
Ñíà÷àëà ðàçðàáàòûâàåòñÿ îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè
dRn(I − Pε, U) îïåðàòîðà Ïóàíêàðå Pε ñèñòåìû (3), çàòåì äàþòñÿ ïðèëîæå-
íèÿ ýòîé îðìóëû ê çàäà÷å î ñóùåñòâîâàíèè â ñèñòåìå (3) T -ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé ñ ïðèíàäëåæàùèìè ìíîæåñòâó U íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Õîòÿ ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð Ïóàíêàðå Pε äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìû îïðåäåëåí ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 (òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå
(AP) åäèíñòâåííîñòè è ïðîäîëæèìîñòè íà âñþ îñü ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñè-
ñòåìû ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì), â ãëàâå äàþòñÿ àíàëîãè ïîëó÷åííûõ
òåîðåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óêàçàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå âûïîëíåíî. Â ýòîì
ïîñëåäíåì ñëó÷àå âìåñòî îïåðàòîðà Ïóàíêàðå Pε èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëü-
íûé îïåðàòîð
(Qεx)(t) = x(T ) +
t∫
0
f(x(τ))dτ + ε
t∫
0
g(τ, x(τ), ε)dτ, t ∈ [0, T ],
è âìåñòî òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè Áðàóåðà dRn(I − Pε, U)  òîïîëîãè÷å-
ñêàÿ ñòåïåíü Ëåðý-Øàóäåðà dC([0,T ],Rn)(I − Qε,WU), ãäå ìíîæåñòâî WU ∈
C([0, T ],Rn) âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîæåñòâà U è WU èìåëè
òàê íàçûâàåìóþ îáùóþ ñåðäöåâèíó (ñì. [21℄, ë. 3,  24) ïî îòíîøåíèþ ê
T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (3).
Îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì, èñïîëüçóåìûì â ãëàâå 1, ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæå-
íèå î òîì, ÷òî êàæäûé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë x˜ ñèñòåìû (4) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì èç ∂U ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëü-
òèïëèêàòîðà +1 ñèñòåìû
y˙ = f ′(x˜(t))y (5)
ðàâíà 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèÿì ðàáîòû È. . Ìàëêèíà [29℄. Â äèñ-
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ñåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî âêëàä êàæäîãî òàêîãî öèêëà â âåëè÷èíó òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñòåïåíè dRn(I −Pε, U) ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàí (òåîðåìà 1.4) ïðè ïîìîùè
ñîîòâåòñòâóþùèõ áèóðêàöèîííûõ óíêöèé Ìàëêèíà
Mx˜(θ) = sign
〈
˙˜x(0), z˜(0)
〉 T∫
0
〈z˜(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ,
ãäå z˜  ïðîèçâîëüíîå íåòðèâèàëüíîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû
z˙ = −(f ′x(x˜(t)))
∗z. Â ñëó÷àå, êîãäà ∂U íå ñîäåðæèò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé T -ïåðèîäè÷åñêèõ öèêëîâ ñèñòåìû (4), óñòàíîâëåííàÿ â òåîðåìå 1.4
îðìóëà (1.60) äëÿ âû÷èñëåíèÿ dRn(I − Pε, U) ñîâïàäàåò ñ îðìóëîé
Êðàñíîñåëüñêîãî-Ïåðîâà. Îäíàêî, â ïîêðûâàåìîì òåîðåìîé 1.4 êëàññå ìíî-
æåñòâ U óæå èìåþòñÿ òàêèå, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ â îðìóëå (1.60) ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêèé âàðèàíò ðåøåíèÿ çàäà÷è È. . Ìàëêèíà [29℄
î ñóùåñòâîâàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñèñòåìàõ (3) âáëèçè öèêëà x˜
(òåîðåìà 1.6), êîòîðîå, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ Áîáûëåâà-Êðàñíîñåëüñêîãî, íå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâàíèè îðìóëû Êðàñíîñåëüñêîãî-Ïåðîâà.
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû îáùåãî âèäà (1) â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî P0(ξ) = ξ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U. Îêàçûâàåòñÿ (òåîðåìà 2.2), âû-
ïîëíåíèÿ óêàçàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè îðìóëû Ìàâåíà
äîñòàòî÷íî (èç óñëîâèé Ìàâåíà ñëåäóåò, ÷òî P0(ξ) = ξ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rn),
åñëè òîëüêî òàê íàçûâàåìûé îáîáùåííûé îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ Φs : Rn → Rn
íåâûðîæäåí íà ∂U ïðè âñåõ s ∈ [0, T ]. Îïåðàòîð Φs âïåðâûå óêàçàí â
ðàáîòå Ì. È. Êàìåíñêîãî-Î. Þ. Ìàêàðåíêîâà-Ï. Íèñòðè [13℄ è ñîâïàäàåò
ïðè s = T ñ êëàññè÷åñêèì îïåðàòîðîì óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà-
Ìèòðîïîëüñêîãî, âõîäÿùèì â îðìóëó Ìàâåíà. àñïðîñòðàíåíèå îðìóëû
Ìàâåíà íà òàêîé çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ U ïîçâîëèëî
ïîëó÷èòü íîâûå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè äëÿ ñèñòåìû (1) T -ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé âáëèçè ∂U (òåîðåìû 2.4, 2.5 è 2.6). Ïðè ýòîì, â òåîðåìàõ 2.5 è
2.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñèñòåìû (3), çàäàííîé â ïðîñòðàíñòâå R2, è â
êà÷åñòâå ìíîæåñòâà U áåðåòñÿ âíóòðåííîñòü T -ïåðèîäè÷åñêîãî öèêëà x˜ ñè-
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ñòåìû (4). Óêàçàííûé âûáîð ìíîæåñòâà U âìåñòå ñ äîêàçàííîé â ãëàâå 2
îðìóëîé äëÿ Φs(x˜(t)), äàþùåé ðàçëîæåíèå âåêòîðà Φs(x˜(t)) ïî âåêòîðàì
˙˜x(t) è ŷ(t) (ëåììà 2.4), ãäå ŷ  ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñ ˙˜x ðåøåíèå ñèñòåìû
(5), ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Â. Ê. Ìåëü-
íèêîâà (òåîðåìà 2.6). Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ïîëó÷åííîãî ìåòîäà, ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ìåòîäîì Ìåëüíèêîâà, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí äàåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ
âîçìóùåííîé ñèñòåìû (3) äâóõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ëåæàùèõ ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ïîðîæäàþùåãî öèêëà x˜. àáîòà ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðî-
èëëþñòðèðîâàíà íà ïðèìåðàõ óðàâíåíèÿ Äóèíãà (ïðèìåð 2.1), ñèñòåìû
ðèíñïàíà-Õîëìñà (ïðèìåð 2.2) è îäíîé åãî ìîäèèêàöèè, â êîòîðîé ïîðîæ-
äàþùèé öèêë x˜ âûðîæäåí â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ÿâ-
ëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèìè (ïðèìåð 2.3). Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè
dR2(−Φ
T , U) èñïîëüçóåòñÿ ðàçðàáîòàííûé â ýòîé æå ãëàâå ìåòîä, ñâÿçàííûé
ñ íåêîòîðûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè òèïà ÷åòíîñòè ïîëÿ ΦT , èñïîëüçóåìûìè â
òåîðåìàõ Áîðñóêà-Óëàìà [47℄.
Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âîçìóùåí-
íûõ ñèñòåì (1) è (3), ñâÿçàííûå ñî ñêîðîñòüþ èõ ñõîäèìîñòè ïðè ε→ 0.
Ïóñòü {εk}k∈N  ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðà ñèñòåìû (1) è {xk}k∈N  ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T -
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû òàêàÿ, ÷òî
xk(t)→ x˜(t) ïðè k →∞, (6)
ãäå x˜  T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2). Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ω(·, t0, ξ) ðåøåíèå x ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2) òàêîå, ÷òî x(t0) =
ξ. Äîêàçàííàÿ â ãëàâå 3 àëüòåðíàòèâà (òåîðåìà 3.1) óòâåðæäàåò, ÷òî ëè-
áî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ñõîäÿòñÿ
ê íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x˜(0) ïîðîæäàþùåãî ðåøåíèÿ x˜ âäîëü ïëîñêîñòè{
l ∈ Rn :
(
Ω′(3)(T, 0, x˜(0))− I
)
l = 0
}
, ëèáî ñõîäèìîñòü èìååò ñêîðîñòü ε >
0. Ïðè ýòîì, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé xk ïðè k →∞
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ìîæåò áûòü óòî÷íåíî íà îñíîâàíèè îáîáùåííîãî îïåðàòîðà óñðåäíåíèÿ Φs.
Åñëè óíêöèÿ g íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà, è ñâîéñòâî (6) ïîëó÷åíî
ïðèìåíåíèåì òåîðåì È. . Ìàëêèíà [29℄, òî ñõîäèìîñòü â (6) ñî ñêîðîñòüþ
εk óæå ãàðàíòèðîâàíà, è òåîðåìà 3.1 íè÷åãî íîâîãî íå äàåò. Îäíàêî, åñëè
óíêöèÿ g âñåãî ëèøü íåïðåðûâíà, èëè ñâîéñòâî (6) ïîëó÷åíî èíûìè ìåòî-
äàìè, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ìåëüíèêîâà [31℄ èëè ïðè ïîìîùè òåîðåì ãëàâ 1
è 2, òî òåîðåìû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â (6) â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò, è
òåîðåìà 3.1 ÷àñòè÷íî çàïîëíÿåò ýòîò ïðîáåë. Ïîëíûé îòâåò îá àñèìïòîòèêå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðàåêòîðèÿìè ðåøåíèé xk è x˜ â ñëó÷àå, êîãäà óíêöèÿ
g íåïðåðûâíà, äàåò òåîðåìà 3.2 îáñóæäàåìîé ãëàâû, íî â ïîñëåäíåé òåîðåìå
äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò âèä (3), è x˜ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì öèêëîì. Ïðè ýòîì îäíî èç ñëåäñòâèé òåîðåìû 3.1 (ñëåäñòâèå 3.7)
äàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðàåêòîðèÿìè ðåøåíèé xk è
x˜ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ áîëüøåé, ÷åì εk.
Êàæäàÿ ãëàâà çàâåðøàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì ïîëó÷åííûõ óòâåðæäåíèé ñ
èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå.
åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñå-
ìèíàðàõ: àêàäåìèêà Ä. Â. Àíîñîâà è ïðîåññîðà Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî (Ìàòå-
ìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÀÍ, 2006), ïðîåññîðà Æ. Ìà-
âåíà (óíèâåðñèòåò ã. Ëåóâåí-ëà-Íóîâ, Áåëüãèÿ, 2005), ïðîåññîðà Ï. Íè-
ñòðè (óíèâåðñèòåò ã. Ñèåíû, Èòàëèÿ, 2005), ïðîåññîðà À. È. Ïåðîâà (ÂÓ,
Âîðîíåæ, 2005), ïðîåññîðà Í. Õèðàíî (óíèâåðñèòåò ã. Éîêîãàìû, ßïî-
íèÿ, 2004), ÍÎÖ "Âîëíîâûå ïðîöåññû â íåîäíîðîäíûõ è íåëèíåéíûõ ñðå-
äàõ"(ÂÓ, Âîðîíåæ, 2004), à òàêæå íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
åðåíöèÿõ: Barelona Conferene in Planar Vetor Fields (Áàðñåëîíà, Èñïà-
íèÿ, 2006), "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"(Âîðîíåæ, 2005), "Trends in Dierential Equations
and Dynamial Systems"(åäæèî Ýìèëüÿ, Èòàëèÿ, 2005), "12th International
Workshop on Nonlinear Dynamis of Eletroni Systems"(Åâîðà, Ïîðòóãà-
12
ëèÿ, 2004), "International Symposium on Dynamial Systems Theory and Its
Appliations to Biology and Environmental Sienes"(Õàìàìàòñó, ßïîíèÿ,
2004).
Èññëåäîâàíèÿ, âêëþ÷åííûå â íàñòîÿùóþ äèññåðòàöèþ, ïîääåðæàíû ãðàí-
òîì ÔÔÈ  05-01-00100, à òàêæå ãðàíòîì äëÿ ìîëîäûõ ó÷àñòíèêîâ ïðî-
åêòà VZ010 "Âîëíîâûå ïðîöåññû â íåîäíîðîäíûõ è íåëèíåéíûõ ñðåäàõ"
Ìèíîáðàçîâàíèÿ Ô è CRDF (ÑØÀ).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [13℄, [24℄-[28℄,
[56℄, [61℄-[63℄. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [13, 56℄ â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ïðè-
íàäëåæàùèå Ìàêàðåíêîâó Î. Þ. ðåçóëüòàòû.
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîåññîðó Êàìåíñêîìó Ìèõàèëó Èãîðåâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, îáñóæ-
äåíèå ðåçóëüòàòîâ è îðãàíèçàöèþ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.
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ëàâà 1
Âîçìóùåíèÿ ñèñòåì, ó êîòîðûõ
ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ
óñëîâèé T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è
ãðàíèöû íåêîòîðîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà U ⊂ Rn êîíå÷íî
Â íàñòîÿùåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â
ñèñòåìàõ âèäà
x˙ = f(x) + εg(t, x, ε), (1.1)
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò òàêîìó îòêðûòîìó îãðàíè÷åííîìó
ìíîæåñòâó U ⊂ Rn, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî íà÷àëüíûõ
óñëîâèé T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû
x˙ = f(x). (1.2)
Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû, åñëè äðóãîå íå îãîâîðåíî äîïîëíèòåëüíî,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f : Rn → Rn  íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìàÿ è
g : R × Rn × [0, 1]  íåïðåðûâíàÿ óíêöèè. àçðàáîòêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ñîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è è èõ ïðèëîæåíèÿì ïðåäïîøëåì íåêîòîðûå îïðå-
äåëåíèÿ è ñâîéñòâà, êîòîðûå áóäóò ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿ-
æåíèè ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ãëàâ.
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1.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
1.1.1 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç 0m×k îáîçíà÷àåòñÿ íóëåâàÿm×k-
ìàòðèöà è ÷åðåç (a1, ..., ak), ãäå ai ∈ Rm,  m× k-ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé
ñóòü âåêòîðû a1, ..., ak. Ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè íå
ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå ñ îáîçíà÷åíèåì èíòåðâàëà (θ1, θ2), ãäå θ1, θ2 ∈ R. Âñþ-
äó 〈·, ·〉  îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Åñëè ξ ∈ Rn è K ⊂ Rn 
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ρ(ξ,K)  ðàññòîÿíèå îò ξ äî K, òî åñòü ρ(ξ,K) =
minζ∈K ‖ξ − ζ‖ . C([0, T ],Rn) - ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ óíêöèé,
äåéñòâóþùèõ èç [0, T ] â Rn ñ íîðìîé ‖x‖ = max
t∈[0,T ]
‖x(t)‖. Ôóíêöèÿ o(ε), èñ-
ïîëüçóåìàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, îáëàäàåò âñåãäà òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî o(ε)/ε → 0 ïðè ε → 0. Ïðè ýòîì, óíêöèÿ o ìîæåò çàâèñåòü è
îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ, òàêèå ïåðåìåííûå â çàïèñè o îïóñêàþòñÿ, åñëè óêà-
çàííàÿ ñõîäèìîñòü ê íóëþ èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî íèì. ×åðåç Bδ(V )
îáîçíà÷àåòñÿ δ-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà V, à ÷åðåç ∂V  åãî ãðàíèöà â íîðìå
ñîäåðæàùåãî V ïðîñòðàíñòâà. Åñëè f : V → V1  íåêîòîðàÿ óíêöèÿ, òî
f(V ) = ∪ξ∈V f(ξ) è f ′(i)  ïðîèçâîäíàÿ óíêöèè f ïî i-é ïåðåìåííîé. Òîò
àêò, ÷òî ðàâåíñòâî f(ξ) = ξ ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ ξ ∈ V çàïèñûâàåòñÿ
êàê f(ξ) = ξ, ξ ∈ V. Çàïèñü {ξ1, ξ2} îçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ
ýëåìåíòîâ ξ1 è ξ2.
1.1.2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà. àññìîòðèì ñèñòåìó îáûê-
íîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
x˙ = F (t, x), (1.3)
ãäå F : R× Rn → Rn  íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ.
Íåêîòîðûå èç ïðèâîäèìûõ íèæå îïðåäåëåíèé íàìå÷åíû âî ââåäåíèè, ñåé-
÷àñ îíè îðìóëèðóþòñÿ ñî âñåé ñòðîãîñòüþ (ñì. Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèé [20℄).
Îïðåäåëåíèå 1.1 Åñëè ðåøåíèå xt0,ξ ñèñòåìû (1.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
xt0,ξ(t0) = ξ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðîäîëæèìî íà îòðåçîê [0, T ] ïðè
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ëþáûõ t0 ∈ [0, T ] è ξ ∈ Rn, òî îïåðàòîð Ω, îïðåäåëÿåìûé äëÿ (t, t0, ξ) ∈
[0, T ]× [0, T ]× Rn êàê
Ω(t, t0, ξ) = xt0,ξ(t),
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (1.3).
Îïðåäåëåíèå 1.2 Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1.3) T -ïåðèîäè÷íà ïî
ïåðâîé ïåðåìåííîé. Åñëè ðåøåíèå x ñèñòåìû (1.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(t0) = ξ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðîäîëæèìî íà îòðåçîê [0, T ]
ïðè ëþáûõ t0 ∈ [0, T ] è ξ ∈ Rn, òî îïåðàòîð
P(ξ) = Ω(T, 0, ξ), ξ ∈ Rn
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ïóàíêàðå T -ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (1.3).
Îïðåäåëåíèå 1.3 Åñëè ñèñòåìà (1.3) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé, òî èí-
òåãðàëüíûì îïåðàòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèÿõ äëÿ (1.3), íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð Q : C([0, T ],Rn) → C([0, T ],Rn),
çàäàâàåìûé êàê
(Qx)(t) = x(T ) +
t∫
0
F (τ, x(τ))dτ.
Îïðåäåëåíèå 1.4 T -ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû
(1.3) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ
(1.3).
Íàïîìíèì, ÷òî òðàåêòîðèåé ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (1.3) íàçûâàåòñÿ îáðàç
îòîáðàæåíèÿ x : R→ Rn (ñì. Â. È. Àðíîëüä [2℄, ñ. 11).
Ñèñòåìàòè÷åñêè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íèæåñëåäóþùàÿ ëåììà 1.1, ñâÿçàí-
íàÿ ñ âîçìóùåííîé ñèñòåìîé
x˙ = f(t, x) + εg(t, x, ε), (1.4)
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ãäå f : R × Rn → Rn  íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìàÿ è g : R × Rn ×
[0, 1] → Rn  íåïðåðûâíàÿ óíêöèè, ε > 0  ïàðàìåòð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
f(t + T, ξ) = f(t, ξ) è g(t + T, ξ, ε) = g(t, ξ, ε) äëÿ âñåõ t ∈ R, ξ ∈ Rn è
ε ∈ [0, 1]. Ïóñòü Ω  îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (1.4) ïðè
ε = 0.
Ëåììà 1.1 Ôóíêöèÿ x ∈ C([0, T ],Rn) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíè-
åì ñèñòåìû (1.4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óíêöèÿ
ν(t) = Ω(0, t, x(t)), t ∈ [0, T ], (1.5)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
ν˙ = εΩ′(3)(0, t,Ω(t, 0, ν))g(t,Ω(t, 0, ν), ε),
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ν(0) = Ω(T, 0, ν(T )).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåì â ñèñòåìå (1.4) çàìåíó ïåðåìåííûõ
x(t) = Ω(t, 0, ν(t)). (1.6)
Ôîðìóëà (1.6) êàæäîìó ν ∈ C([0, T ],Rn) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå x ∈
C([0, T ],Rn) ãîìåîìîðíî, è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äàåòñÿ îðìóëîé (1.5).
Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.4) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà óíêöèÿ ν, ââåäåííàÿ ïî çàêîíó (1.5), óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùåìó ðàâåíñòâó
Ω′(1)(t, 0, ν(t)) + Ω
′
(3)(t, 0, ν(t))ν˙(t) = εg(t,Ω(t, 0, ν(t)), ε) +
+f(t,Ω(t, 0, ν(t))). (1.7)
Ïî îïðåäåëåíèþ óíêöèè Ω èìååì
Ω′(1)(t, 0, ν(t)) = f(t,Ω(t, 0, ν(t))). (1.8)
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (1.8), ñèñòåìà (1.7) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå
ν˙(t) = εΩ′(3)(0, t,Ω(t, 0, ν(t)))g(t,Ω(t, 0, ν(t)), ε). (1.9)
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àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x ñèñòåìû (1.4). Èìååì
ν(0) = Ω(0, 0, x(0)) = x(0) = x(T ) = Ω(T, 0, ν(T )).
Ëåììà äîêàçàíà.
1.2 Ñâÿçü óíêöèé Ìàëêèíà è òîïîëîãè÷åñêîé ñòå-
ïåíè îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å î T -
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
â U
Ïóñòü Ω  îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (1.2). Îñíîâíîå ïðåäïî-
ëîæåíèå íàñòîÿùåé ãëàâû ñëåäóþùåå:
(A0) ìíîæåñòâî
S
U =
⋃
ξ∈∂U :Ω(T,0,ξ)=ξ
{x ∈ C([0, T ],Rn) : x(t) = Ω(t, 0, ξ), t ∈ [0, T ]}
êîíå÷íî, è äëÿ êàæäîãî x˜ ∈ SU àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà
+1 ñèñòåìû
y˙ = f ′x(x˜(t))y (1.10)
ðàâíà 1. Îäíàêî ðÿä òåîðåì íà ïóòè ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ïðåäïîëàãàåò
áîëåå ñëàáûå óñëîâèÿ.
Ïðåäïîëîæåíèå (A0) õàðàêòåðíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà U ÿâëÿåòñÿ îêðåñò-
íîñòüþ â Rn íåêîòîðîé òî÷êè x˜(θ) èçîëèðîâàííîãî öèêëà x˜ ñèñòåìû (1.2),
ïîäðîáíî èçó÷åííîãî È. . Ìàëêèíûì â [29℄. Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåò, â
÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåí ðÿä îáîáùåíèé ðåçóëüòàòà È. . Ìàëêèíà.
Îïðåäåëåíèå 1.5 Öèêëû x˜ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1.2) òàêèå, ÷òî àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà +1 ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.10)
ðàâíà 1, áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè.
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Ïóñòü Qε : C([0, T ],Rn) → C([0, T ],Rn)  èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ñîîò-
âåòñòâóþùèé çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ ñèñòåìû (1.1), è
WU = {x̂ ∈ C([0, T ],R
n) : Ω(0, t, x̂(t)) ∈ U, t ∈ [0, T ]} .
Êàæäîìó ïðîñòîìó öèêëó x˜ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå áèóð-
êàöèîííàÿ óíêöèÿ Ìàëêèíà (ñì. [29℄, îðìóëà 3.13)
Mx˜(θ) = sign
〈
˙˜x(0), z˜(0)
〉 T∫
0
〈z˜(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ, (1.11)
ãäå z˜  ïðîèçâîëüíîå íåòðèâèàëüíîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû
z˙ = −(f ′x(x˜(t)))
∗z. (1.12)
Âñþäó íèæå ÷åðåç β(x˜) îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå êðàòíîñòåé áîëü-
øèõ +1 ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñèñòåìû (1.10).
Äëÿ äîñòèæåíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ãëàâû òåîðåì 1.3-1.4 íàì ïîíàäî-
áèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå, îäíàêî, ìîãóò èìåòü ñà-
ìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè. Ïåðâîå èç íèõ
ñëåäóþùåå.
Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü x˜  ïðîñòîé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ñèñòåìû (1.2).
Ïóñòü 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ θ1 +
T
p
, ãäå p ∈ N è T
p
 íàèìåíüøèé ïåðèîä öèê-
ëà x˜. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mx˜(θ1) 6= 0 è Mx˜(θ2) 6= 0. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî
α > 0 ñóùåñòâóåò δ0 > 0 è ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Vδ}δ∈(0,δ0],
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì:
1) x˜((θ1, θ2)) ⊂ Vδ ⊂ Bδ(x˜((θ1, θ2))),
2) ∂Vδ ∩ x˜([θ1, θ2]) = {x˜(θ1), x˜(θ2)},
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, δ0] è ëþáîãî ε ∈ (0, δ
1+α] ñòåïåíü d(I −
Qε,WVδ) îïðåäåëåíà è ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ñëåäóþùåé îðìóëå
d(I −Qε,WVδ) = −(−1)
β(x˜)dR(Mx˜, (θ1, θ2)). (1.13)
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Ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìûå
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ïóñòü x˜  ïðîñòîé öèêë ñèñòåìû (1.2), òîãäà
ñóùåñòâóåò (ñì. [11℄,  20, ëåììà 1) óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Y (t) ñèñòåìû
(1.10) âèäà
Y (t) = Φ(t)
 eΛt 0n−1×1
01×n−1 1
 , (1.14)
ãäå Φ  T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ôëîêå è Λ  ïîñòîÿííàÿ (n− 1)× (n− 1)-
ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îòëè÷íûìè îò 0. Äëÿ k-é êîìïîíåíòû
âåêòîðà ζ ∈ Rn â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ζk èëè [ζ]k. Äëÿ
ëþáîãî δ > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Cδ ⊂ Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì
Cδ =
{
ζ ∈ Rn : ‖Pn−1ζ‖ < δ, ζ
n ∈
(
−
θ2 − θ1
2
,
θ2 − θ1
2
)}
,
ãäå
Pn−1ζ =

ζ1
.
.
.
ζn−1
0
 .
Ïóñòü Γ : B∆(Cδ)→ Γ(B∆(Cδ)), ∆ > 0, çàäàåòñÿ îðìóëîé
Γ(ζ) =
Y (ζn + θ)
‖Y ‖[0,T ]
Pn−1ζ + x˜(ζ
n + θ),
ãäå
θ =
θ1 + θ2
2
è ‖Y ‖[0,T ] = max
θ∈[0,T ]
‖Y (θ)‖.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâîéñòâà.
Ëåììà 1.2 Äëÿ âñåõ θ ∈ [0, T ] è âñåõ ζ ∈ Rn èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
〈Y (θ)Pn−1ζ, z˜(θ)〉 = 0. Îáðàòíî, åñëè 〈ξ, z˜(θ)〉 = 0, òî ñóùåñòâóåò ζ ∈ Rn
òàêîå, ÷òî 〈Y (θ)Pn−1ζ, z˜(θ)〉 = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ζ ∈ Rn. àññìîòðèì ñëåäóþùèé âåêòîð
ζ̂ =
 (I − eΛT)−1 0
0 0
 ζ.
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Ïî ëåììå Ïåððîíà (ñì. [68℄ èëè [11℄, ë. III,  12) èìååì〈
Y (θ + T )Pn−1ζ̂ , z˜(θ)
〉
=
〈
Y (θ)Pn−1ζ̂ , z˜(θ)
〉
äëÿ âñåõ θ ∈ [0, T ].
Ñëåäîâàòåëüíî,
0 =
〈
(Y (θ)− Y (θ + T ))Pn−1ζ̂ , z˜(θ)
〉
=
=
〈
Φ(θ)
 eΛθ (I − eΛT) 0
0 0
Pn−1ζ̂ , z˜(θ)〉 =
=
〈
Φ(θ)
 eΛθ 0
0 0
Pn−1ζ, z˜(θ)〉 = 〈Y (θ)Pn−1ζ, z˜(θ)〉
äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, T ], ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì óòâåðæäåíèåì ëåììû 1.2. ×òîáû
äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû, ïîëîæèì
Lξ = {ξ ∈ R
n : 〈ξ, z˜(θ)〉 = 0} , Lζ =
⋃
ζ∈Rn
Y (θ)Pn−1ζ.
Çàìåòèì, ÷òî Lξ è Lζ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàí-
ñòâà Rn, è dimLξ = n − 1. Òàê êàê Y (θ)Pn−1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåâûðîæ-
äåííûì îòîáðàæåíèåì, äåéñòâóþùèì èç Pn−1Rn â Y (θ)Pn−1Rn, òî dimLζ =
dimPn−1Rn = n − 1. Íî, ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû, Lξ ⊃ Lζ è
çíà÷èò, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî Lξ = Lζ .
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 1.3 Äëÿ ëþáîãî ∆ ∈ (0,∆0] è ëþáîãî δ ∈ (0, δ0] îòîáðàæåíèå Γ
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðèçìîì B∆(Cδ) íà Γ(B∆(Cδ)) ïðè óñëîâèè, ÷òî ∆0 > 0
è δ0 > 0 äîñòàòî÷íî ìàëû. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî Γ(B∆(Cδ)) îòêðûòî â
Rn, è Γ−1 íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìî íà ìíîæåñòâå Γ(B∆(Cδ)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî Γ íåïðåðûâíî. Ïîêàæåì, ÷òî Γ :
B∆(Cδ)→ Γ(B∆(Cδ)) èíúåêòèâíî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆ > 0 è δ > 0. Äëÿ
ýòîãî ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóþò {ak}k∈N, {bk}k∈N ⊂ Rn,
ak 6= bk, ak → a0, bk → b0 ïðè k →∞,
Pn−1a0 = Pn−1b0 = 0, (1.15)
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òàêèå, ÷òî
Y (ank)
‖Y ‖[0,T ]
(Pn−1ak) + x˜(a
n
k) =
Y (bnk)
‖Y ‖[0,T ]
(Pn−1bk) + x˜(b
n
k). (1.16)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî ank = b
n
k äëÿ ëþáîãî
k ∈ N, ëèáî ank 6= b
n
k äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a
n
k = b
n
k äëÿ
ëþáîãî k ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî,
Y (ank)(Pn−1ak − Pn−1bk) = 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ N,
è, òàêèì îáðàçîì,
Pn−1ak = Pn−1bk äëÿ ëþáîãî k ∈ N,
ïðîòèâîðå÷à òîìó ñâîéñòâó, ÷òî ak 6= bk äëÿ ëþáîãî k ∈ N. àññìîòðèì
òåïåðü ñëó÷àé êîãäà ank 6= b
n
k äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Òàê êàê èç (1.16) èìååì,
÷òî x˜(an0) = x˜(b
n
0) è (ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû 1.1) |a
n
0 − b
n
0 | <
T
p
, ãäå T
p
 íàèìåíüøèé ïåðèîä öèêëà x˜, òî an0 = b
n
0 =: θ0. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.2, èç
(1.16) èìååì
〈x˜(ank)− x˜(b
n
k), z˜(a
n
k)〉 =
〈
Y (bnk)
‖Y ‖[0,T ]
Pn−1b
n
k , z˜(a
n
k)
〉
=
=
〈
Y (bnk)− Y (a
n
k)
‖Y ‖[0,T ]
Pn−1b
n
k , z˜(a
n
k)
〉
,
èëè, ïîñëå äåëåíèÿ íà ank − b
n
k ,〈
x˜(ank)− x˜(b
n
k)
ank − b
n
k
, z˜(ank)
〉
= −
1
‖Y ‖[0,T ]
〈
Y (ank)− Y (b
n
k)
ank − b
n
k
Pn−1b
n
k , z˜(a
n
k)
〉
.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ â ïðåäûäóùåì ðàâåíñòâå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Pn−1b
n
k → 0 ïðè k →∞, ïîëó÷àåì〈
˙˜x(θ0), z˜(θ0)
〉
= 0,
÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì (ñì. [30℄, ë. III, îðìóëà 12.9). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóþò ∆0 > 0 è δ > 0 òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå Γ : B∆(Cδ)→ Γ(B∆(Cδ))
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èíúåêòèâíî äëÿ ∆ ∈ (0,∆0] è δ ∈ (0, δ0]. Ïîêàæåì, ÷òî ∆0 > è δ0 > 0 ìîãóò
áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî
Γ(B∆(Cδ)) îòêðûòî â R
n
äëÿ ëþáûõ ∆ ∈ (0,∆0] è δ ∈ (0, δ0]. (1.17)
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ζ ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ Pn−1ζ = 0,
èìååì
Γ′(ζ) =
1
‖Y ‖[0,T ]
Φ
(
ζn + θ
) eΛ(ζn+θ) 0
0 0
+ (0 . . . 0 ˙˜x(ζn + θ))
è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ζ ∈ Rn òàêîãî, ÷òî Pn−1ζ = 0 ïðîèçâîäíàÿ
Γ′(ζ) îáðàòèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî ∆0 > 0 è δ0 > 0 äîñòàòî÷íî ìàëû òàê, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Γ
′(ζ)
îáðàòèìî äëÿ ëþáîãî ζ ∈ B∆(Cδ) ñ ∆ ∈ (0,∆0] è δ ∈ (0, δ0]. Ïî òåîðåìå îá
îáðàòíîé óíêöèè (ñì. [70℄, òåîðåìà 9.17) èìååì, ÷òî Γ ëîêàëüíî îáðàòèìî íà
B∆(Cδ) ïðè∆ ∈ (0,∆0] è δ ∈ (0, δ0], òî åñòü îíî ïåðåâîäèò ëþáóþ äîñòàòî÷íî
ìàëóþ îêðåñòíîñòü (â Rn) ýëåìåíòà ζ â îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
Rn, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò (1.17). Áîëåå òîãî, èç òåîðåìû îá îáðàòíîì
îòîáðàæåíèè ñëåäóåò, ÷òî Γ−1 íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìî â Γ(B∆(Cδ)).
Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè x  ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ x = Qεx, òî â ñèëó ëåììû 1.1 ν(t) = Ω(0, t, x(t))  ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ν = Gεν, ãäå Gε : C([0, T ],Rn)→ C([0, T ],Rn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
(Gεν)(t) = Ω(T, 0, ν(T ))+
+ε
t∫
0
(
Ω′(3)(τ, 0, ν(τ))
)−1
g(τ,Ω(τ, 0, ν(τ)), ε)dτ.
Áîëåå òîãî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà V ⊂
Rn ãîìåîìîðèçì (Sx)(t) = Ω(0, t, x(t)) îòîáðàæàåò êàæäóþ îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà WV â îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
ŴV = {u ∈ C([0, T ],R
n) : u(t) ∈ V, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]} ,
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òî (ñì. [21℄, òåîðåìà 26.4) èìååì, ÷òî
d(I −Qε,WΓ(Cδ)) = d(I −Gε, ŴΓ(Cδ))
â ñëó÷àå, åñëè d(I − Gε, ŴΓ(Cδ)) îïðåäåëåí. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî d(I −
Gε, ŴΓ(Cδ)) îïðåäåëåí, ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå
Aε(ξ) = x
′
(2)
(
T − εM˜
([
Γ−1(ξ)
]n)
, x˜
([
Γ−1(ξ)
]n
+ θ
))
◦
◦
(
ξ − x˜
([
Γ−1(ξ)
]n
+ θ
))
+
+x˜
([
Γ−1(ξ)
]n
+ θ − εM˜
([
Γ−1(ξ)
]n))
, ξ ∈ Γ(B∆(Cδ)),
ãäå Γ,∆, δ > 0  òå, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â ëåììå 1.3, è M˜ : R→ R îïðåäå-
ëåíî êàê
M˜(t) =

|t|, åñëè Mx˜(θ1) < 0 è Mx˜(θ2) < 0,
−|t|, åñëè Mx˜(θ1) > 0 è Mx˜(θ2) > 0,
−dR (Mx˜, (θ1, θ2)) · t, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, δ0]
è ëþáîãî ε ∈ (0, δ1+α] òîïîëîãè÷åñêèå ñòåïåíè d(I − Gε, ŴΓ(Cδ)) è dRn(I −
Aε,Γ(Cδ)) îïðåäåëåíû è
d(I −Gε, ŴΓ(Cδ)) = dRn(I −Aε,Γ(Cδ)). (1.18)
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå Âε : C([0, T ],Rn) →
C([0, T ],Rn), ïîëàãàÿ (Âεν)(t) = Aε(ν(T )) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] è ëþáîãî
ν ∈ C([0, T ],Rn). Òàê êàê ŴΓ(Cδ) ∩ R
n = Γ(Cδ), òî ïî òåîðåìå î ñóæåíèè
(ñì. [21℄, òåîðåìà 27.1) ñòåïåíü dRn(I − Aε,Γ(Cδ)) îïðåäåëåíà, åñëè òîëüêî
îïðåäåëåíà ñòåïåíü d(I − Âε, ŴΓ(Cδ)), áîëåå òîãî, dRn(I −Aε,Γ(Cδ)) = d(I −
Âε, ŴΓ(Cδ)). Ñëåäîâàòåëüíî, æåëàòåëüíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò δ0 > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, δ0] è ëþáîãî ε ∈ (0, δ1+α] òîïîëîãè÷åñêèå
ñòåïåíè d(I −Gε, ŴΓ(Cδ)) è d(I − Âε, ŴΓ(Cδ)) îïðåäåëåíû è
d(I −Gε, ŴΓ(Cδ)) = d(I − Âε, ŴΓ(Cδ)). (1.19)
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×òîáû äîêàçàòü (1.19), îïðåäåëèì Fε : C([0, T ],Rn)→ C([0, T ],Rn) êàê
(Fεν)(t) =
t∫
0
(
Ω′(3)(τ, 0, ν(τ))
)−1
g(τ,Ω(τ, 0, ν(τ)), ε)dτ, t ∈ [0, T ],
è ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äåîðìàöèþ
Dε
(
λ, ν)(t) = λ
(
ν(t)− Ω(T, 0, ν(T ))− ε(Fεν)(t)
)
+
+(1− λ)
(
ν(t)−
(
Âεν
)
(t)
)
,
ãäå λ ∈ [0, 1], u ∈ ∂ŴΓ(Cδ), δ ∈ (0, δ0). Ýêâèâàëåíòíî
Dε(λ, ν)(t) = λ (ν(t)− Ω(T, 0, ν(T ))) + (1− λ)ν(t)−
−(1− λ)x′(2)
(
T − εM˜
([
Γ−1(ν(T ))
]n)
, Rx˜(ν(T ))
)
(ν(T )− Rx˜(ν(T )))−
−λε(Fεν)(t)− (1− λ) x˜
([
Γ−1(ν(T ))
]n
+ θ − εM˜
([
Γ−1(ν(T ))
]n))
,
ãäå λ ∈ [0, 1], ν ∈ ∂ŴΓ(Cδ), δ ∈ (0, δ0) è
Rx˜(ξ) = x˜
([
Γ−1(ξ)
]n
+ θ
)
.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ∈ (0, δ0], ε ∈ (0, δ1+α] è êàæ-
äûõ λ ∈ [0, 1], ν ∈ ∂ŴΓ(Cδ). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, çíà÷èò ñóùåñòâó-
þò {δk}k∈N ⊂ R+, δk → 0 ïðè k → ∞, {εk}k∈N, εk ∈ (0, δ
1+α
k ), {νk}k∈N,
νk ∈ ∂ŴΓ(Cδk), {λk}k∈N ⊂ [0, 1] òàêèå, ÷òî
0 =λk (νk(t)− Ω(T, 0, νk(T ))) + (1− λk)νk(t)−
− (1− λk)x
′
(2)
(
T − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
, Rx˜(νk(T ))
)
◦
◦ (νk(T )−Rx˜(νk(T )))− λkεk(Fεkνk)(t)−
− (1− λk)x˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n))
.
(1.20)
Èç (1.20) èìååì
νk(t) =λkΩ(T, 0, νk(T ))+
+ (1− λk)x
′
(2)
(
T − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
, Rx˜(νk(T ))
)
◦
◦ (νk(T )−Rx˜(νk(T ))) + λkεk(Fεkνk)(t)+
+ (1− λk)x˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n))
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è, ñëåäîâàòåëüíî,
ν˙k(t) = λkεk
(
Ω′(3)(t, 0, νk(t))
)−1
g(t,Ω(t, 0, νk(t)), εk). (1.21)
Èç (1.21) ñëåäóåò, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñó-
ùåñòâîâàíèå ξ0 ∈ Rn òàêîãî, ÷òî
νk(t)→ ξ0 ïðè k →∞
ðàâíîìåðíî ïî îòíîøåíèþ ê t ∈ [0, T ]. Òàê êàê νk(0) ∈ Γ(Cδk) ∈
Bδk(x˜([θ1, θ2])), òî ξ0 ∈ x˜([θ1, θ2]). Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå,
âîçüìåì t = T è ïåðåïèøåì (1.20) â âèäå
0 = λk (νk(T )− Ω(T, 0, νk(T ))) + (1− λk)νk(T )−
−(1− λk)Ω
′
(3)
(
T − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
, 0, Rx˜(νk(T ))
)
◦
◦(νk(T )− Rx˜(νk(T )))− λkεk(Fεkνk)(T )−
−(1− λk)x˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n))
=
= λk (νk(T )− Ω(T, 0, νk(T )))+
+(1− λk)
(
I − Ω′(3)
(
T − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
, 0, Rx˜(νk(T ))
))
◦
◦(νk(T )− Rx˜(νk(T )))− λkεk(Fεkνk)(T ) + (1− λk)Rx˜(νk(T ))−
−(1− λk)x˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n))
=
= λk (νk(T )− Ω(T, 0, νk(T ))) + (1− λk)◦
◦
(
I − Ω′(3)
(
T − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
, 0, Rx˜(νk(T ))
))
◦
◦(νk(T )− Rx˜(νk(T )))− λkεk(Fεkνk)(T )+
+εk(1− λk) ˙˜x
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)
M˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
+ o(εk).
Òàêèì îáðàçîì, çàìå÷àÿ, ÷òî
Ω(T, 0, ξ)− ξ = Ω(T, 0, ξ)− Rx˜(ξ) + Rx˜(ξ)− ξ =
= Ω(T, 0, Rx˜(ξ) + (ξ −Rx˜(ξ)))−Rx˜(ξ) + Rx˜(ξ)− ξ =
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= Ω′(3)(T, 0, Rx˜(ξ))(ξ −Rx˜(ξ))− (ξ − Rx˜(ξ)) + o(ξ −Rx˜(ξ)) =
=
(
Ω′(3)(T, 0, Rx˜(ξ))− I
)
(ξ −Rx˜(ξ)) + o(ξ − Rx˜(ξ)),
èìååì
λk
(
I − Ω′(3)(T, 0, Rx˜(νk(T )))
)
(νk(T )− Rx˜(νk(T )))−
− λko(νk(T )−Rx˜(νk(T ))) + (1− λk)◦
◦
(
I − Ω′(3)
(
T − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
, 0, Rx˜(νk(T ))
))
◦
◦ (νk(T )− Rx˜(νk(T )))− λkεk(Fεkνk)(T ) + o(εk)+
+ εk(1− λk) ˙˜x
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)
M˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
= 0.
(1.22)
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}k∈N è{
νk(T )− Rx˜(νk(T ))
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
}
k∈N
ñõîäÿòñÿ, ïóñòü λ0 = limk→∞ λk è l0 =
limk→∞
νk(T )− Rx˜(νk(T ))
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
. Òàê êàê νk ∈ ∂ŴΓ(Cδk), òî ñóùåñòâóåò tk ∈ [0, T ]
òàêîå, ÷òî νk(tk) ∈ ∂Γ(Cδk). Ïîëîæèì ζk = Γ
−1(νk(tk)), áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëèáî
ζnk + θ ∈ (θ1, θ2) äëÿ ëþáîãî k ∈ N, (1.23)
ëèáî
ζnk + θ ∈ {θ1} ∪ {θ2} äëÿ ëþáîãî k ∈ N. (1.24)
Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé (1.23) íåâîçìîæåí. Ïî ëåììå 1.3, Γ ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-
ìîðèçìîì ìíîæåñòâà Cδk íà Γ(Cδk) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆ > 0, è
νk(tk) ∈ ∂Γ(Cδk), çíà÷èò
ζk = Γ
−1(νk(tk)) ∈ ∂Cδk. (1.25)
Ñëåäîâàòåëüíî, (1.23) è (1.25) âëåêóò
‖Pn−1ζk‖ = δk äëÿ âñåõ k ∈ N. (1.26)
Òàê êàê
‖Pn−1ζk‖ = ‖Y
−1(θ)Y (θ)Pn−1ζk‖ ≤ ‖Y
−1(θ)‖‖Y (θ)Pn−1ζk‖,
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òî ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå, ÷òî
‖Y (θ)Pn−1ζk‖ ≥ c‖Pn−1ζk‖ = cδk
äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, T ], è, òàêèì îáðàçîì, èìååì
‖νk(tk)−Rx˜(νk(tk))‖ =
= ‖Γ(ζk)− x˜(ζ
n
k + θ)‖ =
∥∥Y (ζnk + θ)Pn−1ζk∥∥ ≥ cδk (1.27)
äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç (1.21) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
c1 > 0 òàêîå, ÷òî
‖νk(T )− νk(tk)‖ ≤ c1εk äëÿ ëþáîãî k ∈ N. (1.28)
Íàêîíåö, èç ëåììû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ x˜
([
Γ−1(·)
]n
+ θ
)
íåïðåðûâíî
äèåðåíöèðóåìà è, ó÷èòûâàÿ (1.28), ñóùåñòâóåò c2 > 0 òàêîå, ÷òî
‖Rx˜(νk(T ))− Rx˜(νk(tk))‖ =
=
∥∥x˜ ([Γ−1(νk(T ))]n + θ)− x˜ ([Γ−1(νk(tk))]n + θ)∥∥ ≤
≤ c2‖νk(T )− νk(tk)‖ ≤ c1c2εk äëÿ âñåõ k ∈ N.
(1.29)
Òåïåðü âîçìîæíî îöåíèòü ‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖ ñíèçó. Èìååì
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖ =
= ‖νk(tk)− Rx˜(νk(tk))+
+ νk(T )− νk(tk)− (Rx˜(νk(T ))− Rx˜(νk(tk)))‖ ≥
≥ |‖νk(tk)− Rx˜(νk(tk))‖−
‖νk(T )− νk(tk)− (Rx˜(νk(T ))−Rx˜(νk(tk)))‖| .
(1.30)
Òàê êàê εk ∈ (0, δ
1+α
k ), òî ñóùåñòâóåò k0 ∈ N òàêîå, ÷òî c1εk + c1c2εk < cδk
äëÿ âñåõ k ≥ k0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.28) è (1.29) èìååì
‖νk(T )− νk(tk)− (Rx˜(νk(T ))− Rx˜(νk(tk)))‖ ≤ c1εk + c1c2εk < cδk, (1.31)
äëÿ âñåõ k ≥ k0. Èñïîëüçóÿ (1.27) è (1.31), ìîæåì ïåðåïèñàòü (1.30) êàê
‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖ ≥ ‖νk(tk)− Rx˜(νk(tk))‖−
− ‖νk(T )− νk(tk)− (Rx˜(νk(T ))− Rx˜(νk(tk)))‖
(1.32)
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è, òàêèì îáðàçîì,
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖ ≥ cδk − c1εk − c1c2εk äëÿ ëþáîãî k ≥ k0.
Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî k ≥ k0 ïîëó÷àåì
εk
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
≤
εk
cδk − c1εk − c1c2εk
≤
≤
δ1+αk
cδk − c1δ
1+α
k − c1c2δ
1+α
k
=
δαk
c− c1δαk − c1c2δ
α
k
.
(1.33)
Èñïîëüçóÿ (1.33) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ â (1.22) äåëåííîì íà
‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖, ïîëó÷àåì(
I − Ω′(3)(T, 0, x˜(ζ
n
0 + θ))
)
l0 = 0. (1.34)
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî (1.34) íå âåðíî, óñòàíîâèì, ÷òî〈
(I − Ω′(3)(T, 0, ξ0))l0, z˜
([
Γ−1(ξ0)
]n
+ θ
)〉
= 0. (1.35)
Äåéñòâèòåëüíî,〈
νk(T )−Rx˜(νk(T ))
‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖
, z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
=
=
1
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
〈
Γ(Γ−1(νk(T )))− x˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)
,
z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
=
=
1
‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖
〈
Y
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)
Pn−1Γ
−1(νk(T )),
z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
,
è, òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.2, ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî〈
νk(T )− Rx˜(νk(T ))
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
, z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
= 0, k ∈ N. (1.36)
Ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðà l0 èç (1.36) ïîëó÷àåì〈
l0, z˜
(
ζn0 + θ
)〉
= 0. (1.37)
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Íî ‖l0‖ = 1, è íà îñíîâàíèè èç ëåììû 1.2 èìååì, ÷òî ñóùåñòâóåò l∗ 6= 0
òàêîå, ÷òî
l0 = Y
(
ζn0 + θ
)
Pn−1l∗ è Pn−1l∗ = l∗ (1.38)
è, çàìå÷àÿ, ÷òî (ñì., íàïðèìåð, [20℄, òåîðåìà 2.1),
Ω′(3)(t, 0, x˜(τ)) = Y (t+ τ)Y
−1(τ) äëÿ âñåõ t, τ ∈ R, (1.39)
èìååì(
I − Ω′(3)(T, 0, x˜(ζ
n
0 + θ))
)
l0 =
(
I − Y
(
T + ζn0 + θ
)
Y −1
(
ζn0 + θ
))
l0 =
=
(
Y
(
ζn0 + θ
)
− Y
(
T + ζn0 + θ
))
Pn−1l∗ =
= Φ
(
ζn0 + θ
) eΛ(ζn0+θ) 0
0 1
−
 eΛ(T+ζn0+θ) 0
0 1
Pn−1l∗ =
= Φ
(
ζn0 + θ
) eΛ(ζn0 +θ)(I − eΛT ) 0
0 0
Pn−1l∗
(1.40)
â ïðîòèâîðå÷èè ñ (1.34).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñëó÷àé (1.24) òàêæå ïðèâîäèò ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. Åñëè, ïåðåõîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
εk
‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖
→ 0, òî âîçìîæíî äåéñòâîâàòü êàê è ïðåæäå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëîæíîãî àêòà (1.34). àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà
εk
‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖
→ l, ñ l > 0 èëè l = +∞. Èç (1.22) çàêëþ÷àåì, ÷òî
εk
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
〈
Ξk(x˜)(T ), z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
=
=
〈
Υk(x˜)(T ), z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
,
(1.41)
ãäå
Ξk(x˜)(T ) := λk(Fεkνk)(T )− (1− λk)
˙˜x
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)
·
·M˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
+
o(εk)
εk
,
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Υk(x˜)(T ) := λk
(
I − Ω′(3)(T, 0, Rx˜(νk(T )))
) νk(T )− Rx˜(νk(T )))
‖νk(T )−Rx˜(νk(T ))‖
−
−λk
o(νk(T )−Rx˜(νk(T )))
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
+
+(1− λk)
(
I − Ω′(3)
(
T − εkM˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n)
, 0, Rx˜(νk(T ))
))
◦
◦
νk(T )− Rx˜(νk(T ))
‖νk(T )− Rx˜(νk(T ))‖
.
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (1.38), îðìóëó (1.40) è ëåììó 1.2, ïîëó÷àåì〈(
I − Ω′(3)
(
T, 0, x˜
(
ζn0 + θ
)))
l0, z˜
(
ζn0 + θ
)〉
=
=
〈
Y
(
ζn0 + θ
) (
I − eΛT
)
Pn−1l∗, z˜
(
ζn0 + θ
)〉
=
=
〈
Y
(
ζn0 + θ
)
Pn−1
(
I − eΛT
)
l∗, z˜
(
ζn0 + θ
)〉
= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,〈
Υk(x˜)(T ), z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
→ 0 ïðè k →∞,
è èç (1.41) çàêëþ÷àåì, ÷òî〈
Ξk(x˜)(T ), z˜
([
Γ−1(νk(T ))
]n
+ θ
)〉
→ 0 ïðè k →∞
îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò〈
λ0F̂
(
x˜
(
ζn0 + θ
))
− (1− λ0) ˙˜x
(
ζn0 + θ
)
M˜ (ζn0 ) , z˜
(
ζn0 + θ
)〉
= 0, (1.42)
ãäå
F̂ (ξ) =
T∫
0
(
Ω′(3)(τ, 0, ξ)
)−1
g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ.
Ïî ëåììå Ïåððîíà (ñì. [68℄ èëè [11℄, ë. III,  12)〈
˙˜x
(
ζn0 + θ
)
M˜ (ζn0 ) , z˜
(
ζn0 + θ
)〉
=
〈
˙˜x(0), z˜(0)
〉
M˜ (ζn0 )
è, òàêèì îáðàçîì, (1.42) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê
λ0 sign
〈
˙˜x(0), z˜(0)
〉〈
F̂
(
x˜(ζn0 + θ)
)
, z˜(ζn0 + θ)
〉
−
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− (1− λ0)
∣∣∣〈 ˙˜x(0), z˜(0)〉∣∣∣M (ζn0 ) = 0. (1.43)
Ïîêàæåì, ÷òî
sign
〈
˙˜x(0), z˜(0)
〉〈
F̂ (x˜ (θ)) , z˜ (θ)
〉
= Mx˜(θ), θ ∈ [0, T ]. (1.44)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(t) è Z0(t) óíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ñîïðÿæåííîé ñè-
ñòåìû (1.12) òàêèå, ÷òî Z(0) = I è Z0(t) = (Zn−1(t), z˜(t)), ãäå Zn−1(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ n × (n − 1)-ìàòðèöåé, ÷üè ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ íå T -ïåðèîäè÷åñêèìè
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè ñîáñòâåííûìè óíêöèÿìè ñèñòåìû (1.12). Òàê êàê(
x′(3)(τ, 0, x˜(θ))
)−1
= Y (θ)Y −1(τ + θ) =
=
(
Z−1(θ)
)∗
Z∗(τ + θ) =
(
Z−10 (θ)
)∗
Z∗0(τ + θ),
(ñì., íàïð., [11℄, ë. III,  12), è z˜(θ) = (Zn−1(θ), z˜(θ))

0
.
.
.
0
1
 òî èìååì
〈
F̂ (x˜ (θ)) , z˜ (θ)
〉
=
〈(
Z−10 (θ)
)∗ T∫
0
Z∗0(τ + θ) g(τ, x˜(τ + θ), 0)dτ, z˜ (θ)
〉
=
=
〈 T+θ∫
θ
 Z∗n−1(τ)
z˜(τ)
 g(τ − θ, x˜(τ), 0)dτ,

0
.
.
.
0
1

〉
=
=
T+θ∫
θ
〈z˜(τ)g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ = Mx˜(θ)
è, òàêèì îáðàçîì, (1.44) âûïîëíåíî. Ó÷èòûâàÿ (1.44), ìîæåì ïåðåïèñàòü
(1.43) êàê
λ0Mx˜
(
ζn0 + θ
)
− (1− λ0)
∣∣∣〈 ˙˜x(0), z˜(0)〉∣∣∣ M˜ (ζn0 ) = 0,
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ãäå ëèáî ζn0 + θ = θ1, ëèáî ζ
n
0 + θ = θ2. Ïîñëåäíåå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî êàê
λ0Mx˜ (θi)− (1− λ0)
∣∣∣〈 ˙˜x(0), z˜(0)〉∣∣∣ M˜ ((−1)i|ζn0 |) = 0, (1.45)
ãäå ëèáî i = 1, ëèáî i = 2. Åñëè dR(Mx˜, (θ1, θ2)) = 0, òî (ñì., íàïð., [21℄, 3.2
ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè â R) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2 è
ëþáîãî a ≥ 0 èìååì
M˜
(
(−1)ia
)
= −asign(Mx˜(θ1)) = −asign(Mx˜(θ2)),
è, òàêèì îáðàçîì, åñëè dR(Mx˜, (θ1, θ2)) = 0, òî (1.45) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî
êàê
λ0Mx˜ (θi) + (1− λ0)
∣∣∣〈 ˙˜x(0), z˜(0)〉∣∣∣ · |ζn0 | · sign (Mx˜(θi)) = 0, (1.46)
ãäå ëèáî i = 1, ëèáî i = 2. Åñëè dR(Mx˜, (θ1, θ2)) 6= 0, òî äëÿ ëþáûõ i = 1, 2
è ëþáûõ a ≥ 0 èìååì
M˜
(
(−1)ia
)
= dR(Mx˜, (θ1, θ2)) · (−1)
i+1a =
= (−1)i+1sign(Mx˜(θi))(−1)
ia = −asign(Mx˜(θi))
è, òàêèì îáðàçîì, (1.45) ìîæåò áûòü âíîâü ïåðåïèñàíî êàê (1.46). Íî (1.46)
ïðîòèâîðå÷èò ëèáî ïðåäïîëîæåíèþ Mx˜(θ1) 6= 0 (â ñëó÷àå i = 1), ëèáî ïðåä-
ïîëîæåíèþ Mx˜(θ2) 6= 0 (â ñëó÷àå i = 2).
Ñëåäîâàòåëüíî, íè (1.24), íè (1.23) íå ìîãóò îñóùåñòâèòüñÿ è, òàêèì îáðà-
çîì, ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ δ ∈ (0, δ0] è ëþáûõ ε ∈ (0, δ1+α]
èìååì, ÷òî Dε(λ, ν) 6= 0 äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1] è âñåõ ν ∈ ∂ŴΓ(Cδ). Çíà÷èò, äëÿ
ëþáûõ δ ∈ (0, δ0] è ε ∈ (0, δ1+α] òîïîëîãè÷åñêèå ñòåïåíè d(I − Gε, ŴΓ(Cδ)) è
d(I − Âε, ŴΓ(Cδ)) îïðåäåëåíû, è (1.19) âûïîëíåíî. Êàê óæå çàìå÷åíî, (1.19)
âëå÷åò (1.18), çíà÷èò, ÷òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî îðìóëû (1.13), îñòà-
åòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî d(I − Aε,Γ(Cδ)) = (−1)β(x˜)dR (Mx˜, (θ1, θ2)) äëÿ âñåõ
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δ ∈ (0, δ0] è ε ∈ (0, δ1+α]. Ïóñòü δ ∈ (0, δ0] è ε ∈ (0, δ1+α]. Òàê êàê Γ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìåîìîðèçìîì ìíîæåñòâà B∆(Cδ) íà Γ(B∆(Cδ)), òî (ñì., íàïð.,
[21℄, òåîðåìà 26.4) ïîëó÷àåì
dRn(I − Aε,Γ(Cδ)) = dRn(I − Γ
−1AεΓ, Cδ).
Ïóñòü ζ ∈ Cδ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (1.39) è äåéñòâóÿ êàê â (1.40), ïîëó÷àåì
ζ − (Γ−1AεΓ)(ζ) = ζ − (Γ
−1Aε)
(
Y (ζn + θ)
‖Y ‖MT
Pn−1ζ + x˜(ζ
n + θ)
)
=
= ζ − Γ−1
(
Ω′(3)
(
T − εM˜(ζn), 0, x˜
(
ζn + θ
)) Y (ζn + θ)
‖Y ‖MT
Pn−1ζ+
+x˜(ζn + θ − εM˜(ζn))
)
=
= ζ − Γ−1
(
Y
(
ζn + θ − εM˜(ζn)
)
‖Y ‖MT
Pn−1
 eΛT 0
0 0
 ζ+
+x˜
(
ζn + θ − εM˜(ζn)
))
=
= ζ −
 eΛT (ζ|Rn−1)
ζn − εM˜(ζn)

è, òàêèì îáðàçîì,
dRn(I − Γ
−1AεΓ, Cδ) = dRn
((
I − eΛT
)
× εM˜, Cδ
)
,
ãäå
(
I − eΛT
)
× εM˜ =
(
I − eΛT , εM˜
)
. Ïî ñâîéñòâó òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé (ñì., íàïð., [21℄, òåîðåìà 7.4) èìååì
dRn
((
I − eΛT
)
× εM˜, Cδ
)
=
= dRn
(
I − eΛT , Bδ(0)
)
· dR
(
εM˜,
(
−
θ2 − θ1
2
,
θ2 − θ1
2
))
,
ãäå dRn
(
I − eΛT , Bδ(0)
)
= (−1)β(x˜) ñîãëàñíî ([21℄, òåîðåìà 6.1) è
dR
(
εM˜,
(
−
θ2 − θ1
2
,
θ2 − θ1
2
))
= −dR (Mx˜, (θ1, θ2))
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ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
dRn(I − Γ
−1AεΓ, Cδ) = −(−1)
β(x˜)dR (Mx˜, (θ1, θ2)) .
Ïîäâîäÿ èòîã, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
δ ∈ (0, δ0] è ëþáîãî ε ∈ (0, δ1+α] òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü d(I − Qε,WΓ(Cδ))
îïðåäåëåíà è ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíà ïî îðìóëå
d(I −Qε,WΓ(Cδ)) = −(−1)
β(x˜)dR (Mx˜, (θ1, θ2)) .
×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî Vδ := Γ(Cδ) óäî-
âëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1) è 2). Äëÿ ýòîé öåëè, ïîëîæèì ξ ∈ Γ(Cδ), çíà÷èò
ξ =
Y (ζn + θ)
‖Y ‖MT
Pn−1ζ + x˜(ζ
n + θ).
äëÿ íåêîòîðîãî ζ ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùåãî ‖Pn−1ζ‖ ≤ δ è
[
Γ−1(ξ)
]n
+ θ ∈
[θ1, θ2]. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥ξ − x˜ ([Γ−1(ξ)]n + θ)∥∥ = ∥∥∥∥Y (ζn + θ)‖Y ‖MT Pn−1ζ
∥∥∥∥ ≤ ‖Pn−1ζ‖ ≤ δ
è, çíà÷èò, ñâîéñòâî 1) âûïîëíåíî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Cδ èìååì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, δ0) òî÷êè
(
0, ..., 0,−
θ2− θ1
2
)
è
(
0, ..., 0,
θ2 − θ1
2
)
ïðå-
íàäëåæàò ãðàíèöå ìíîæåñòâà Cδ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè x˜(θ1) è x˜(θ2) ïðå-
íàäëåæàò ãðàíèöå ìíîæåñòâà Γ(Cδ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ξ = x˜(θ), ãäå
θ ∈ (θ1, θ2), òî
Γ−1(ξ) =
(
0, ..., 0, θ− θ
)
⊂ Cδ. (1.47)
Ñëåäîâàòåëüíî, ξ ∈ Γ(Cδ) è ñâîéñòâî 2) òàêæå óäîâëåòâîðåíî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 çàâåðøåíî.
Äàëåå íàì íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ ëåììà, ïðèíàäëåæàùàÿ È. . Ìàëêèíó
([29℄, îðìóëà 3.13 èëè [30℄, òåîðåìà ñ. 387).
Ëåììà 1.4 Åñëè
Mx(0) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ SW ,
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òî
Qεx 6= x äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0.
Äëÿ êàæäîãî x ∈ SW ïîëîæèì
ΘW (x) = {θ0 ∈ (0, T ) : Sθ0 x ∈ ∂W, Sθ x ∈ W äëÿ ëþáîãî θ ∈ (0, θ0)} ,
(Sθ x)(t) = x(t+ θ)
Â äàëüíåéøåì ïîñòîÿííûå óíêöèè ïðîñòðàíñòâà C([0, T ],Rn) îòîæ-
äåñòâëÿþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Rn.
Òåîðåìà 1.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî
SW = {x ∈ ∂W : Q0x = x}
êîíå÷íî è ñîäåðæèò òîëüêî ïðîñòûå T -ïåðèîäè÷åñêèå öèêëû ñèñòåìû
(1.2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mx(0) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ SW . Òîãäà äëÿ êàæäîãî
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü d(I−Qε,W ) îïðåäåëåíà,
è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îðìóëà
d(I −Qε,W ) = (−1)
ndRn(f,W ∩ R
n)−
−
∑
x∈SW : ΘW (x)6=∅
(−1)β(x)dR (Mx, (0,min{ΘW (x)})) . (1.48)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ SW , óäîâëåòâîðÿþùåãî ΘW (x) 6= ∅,
îáîçíà÷èì ÷åðåç δ0(x) è {Vδ(x)}δ∈(0,δ0(x)) òå ÷èñëà è ìíîæåñòâà, î êîòîðûõ
ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 1.1, ãäå x˜ := x, θ1 := 0 è θ2 := min{ΘW (x)}. Ïóñòü
δ1 = minx∈SW :ΘW (x)6=∅ δ0(x) > 0. Òàê êàê Mx(0) 6= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ SW , òî
ïî ëåììå Ìàëêèíà (ñì. ëåììó 1.4) ñóùåñòâóþò δ∗ ∈ (0, δ1) è ε∗ > 0 òàêèå,
÷òî
Qεx˜ 6= x˜ äëÿ x˜ ∈ Bδ∗ (x) ïðè ëþáûõ x ∈ SW è ε ∈ (0, ε∗). (1.49)
Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà SW , èç (1.49) äëÿ ëþáûõ x ∈ SW è
ε ∈ (0, ε∗) èìååì
Qεx˜ 6= x˜ äëÿ ëþáîãî x˜ ∈ Bδ∗ (x) ∪ Bδ∗
(
Smin{ΘW (x)}x
)
. (1.50)
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Ïóñòü δ∗∗ ∈ (0, δ∗) äîñòàòî÷íî ìàëî òàê, ÷òî(
Bδ∗(x) ∪Bδ∗(Smin{ΘW (x)}x) ∪WVδ∗∗(x)
)
\W ⊂ Bδ∗(x) ∪Bδ∗(Smin{ΘW (x)}x)
äëÿ ëþáûõ x ∈ SW . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (1.50), èìååì
Qεx˜ 6= x˜ for x˜ ∈
(
Bδ∗(x) ∪Bδ∗(Smin{ΘW (x)}x) ∪WVδ∗∗(x)
)
\W
ïðè x ∈ SW è ε ∈ (0, ε∗). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ îðìóëó òåîðåìû 1.1,
äëÿ ëþáîãî x ∈ SW òàêîãî, ÷òî ΘW (x) 6= ∅, è ëþáîãî ε ∈
(
0,min{δ1+α, ε∗}
)
èìååì
d
(
I −Qε,
(
Bδ∗(x) ∪ Bδ∗(Smin{ΘW (x)}x) ∪WVδ∗∗(x)
)
∩W
)
=
= d
(
I −Qε, Bδ∗(x) ∪Bδ∗(Smin{ΘW (x)}x) ∪WVδ∗∗(x)
)
=
= d(I −Qε,WVδ∗∗(x)) = −(−1)
β(x)dR (Mx, (0,min{ΘW (x)})) .
(1.51)
Ïóñòü
S
0
W = {x ∈ SW : ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå,
÷òî Sδ(x) 6∈ ∂W äëÿ âñåõ δ ∈ (−δ0, 0) ∪ (0, δ0)} .
Èç (1.49) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè êàæäûõ x ∈ S0W è ε ∈ (0, ε∗) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî
d (I −Qε, Bδ∗(x) ∩W ) = 0. (1.52)
Òàê êàê ëþáàÿ òî÷êà x ∈ SW ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì ñèñòåìû (1.2),
è ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÷èñëî òàêèõ òî÷åê êîíå÷íî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ∗ > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî
Q0(x̂) 6= x̂ äëÿ ëþáûõ x̂ ∈ C([0, T ],Rn) òàêèõ,
÷òî x̂(0) ∈ Bδ∗(x([0, T ]))\x([0, T ]).
(1.53)
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíèöà ìíîæåñòâà W\Eδ∗, ãäå
Eδ∗ :=
 ⋃
x∈SW :ΘW (x)6=∅
(
Bδ∗(x) ∪ Bδ∗(SΘW (x)x) ∪WVδ∗∗(x)
)
∩W
⋃
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⋃ ⋃
x∈S0
W
Bδ∗(x) ∩W
 ,
íå ñîäåðæèò T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.2). Íî ðåçóëüòàò Êàïåòòî-
Ìàâåíà-Çàíîëèíà ([50℄, ñëåäñòâèå 2) óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð Q0 íå
èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ãðàíèöå êàêîãî-íèáóäü îòêðûòîãî îãðàíè÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà A ⊂ C([0, T ],Rn), òî
d(I −Q0, A) = (−1)
ndRn(f, A ∩ R
n),
ïîýòîìó
d(I −Q0,W\Eδ∗) = (−1)
ndRn (f, (W\Eδ∗) ∩ R
n) . (1.54)
Íà îñíîâàíèè (1.53) óíêöèÿ f íåâûðîæäåíà íà ìíîæåñòâå Eδ∗ ∩ R
n, è èç
(1.54) çàêëþ÷àåì, ÷òî
d(I −Q0,W\Eδ∗) = (−1)
ndRn(f,W ∩ R
n). (1.55)
Ñóììèðóÿ (1.51), (1.52) è (1.55), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1.1 Èç îðìóëû (1.48) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà SW
òàêèå, ÷òî Sθx 6∈ SW äëÿ âñåõ θ ∈ (0, T ) íå âëèÿþò íà çíà÷åíèå ñòåïåíè
d(I −Qε,W ), ãäå ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî.
Ïîëîæèì X = {x ∈ C([0, T ],Rn) : x(0) = x(T )} è îáîçíà÷èì êàê
L : domL ⊂ X → L1([0, T ],Rn) ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé êàê
(Lx)(·) = x˙(·) ñ domL = {x ∈ X : x(·) − àáñîëþòíî íåïðåðûâíà}. Òî-
ãäà L  îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà íóëåâîãî èíäåêñà (ñì. [50℄, ïóíêò II.1). Ïóñòü
Nε : X → L1([0, T ],Rn)  îïåðàòîð Íåìûöêîãî, çàäàâàåìûé êàê (Nεx)(·) =
f(x(·)) + εg(·, x(·), ε). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé äëÿ ñèñòåìû (1.1) ýêâèâàëåíòíî ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ
Lx = Nεx, x ∈ domL. (1.56)
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Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðåäëàãàåòñÿ îðìóëà äëÿ èíäåêñà ñîâïàäå-
íèÿ DL(L − Nε,W ∩ X) îïåðàòîðîâ L è Nε, (ñì. Æ. Ìàâåí [66℄, p. 19),
ïîäîáíàÿ îðìóëå òåîðåìû 1.2.
Ñëåäñòâèå 1.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíû.
Òîãäà, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 èíäåêñ ñîâïàäåíèÿ DL(L−Nε,W ∩
X) îïðåäåëåí, è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îðìóëà
DL(L−Nε,W ∩X) = (−1)
ndRn(f,W ∩ R
n) −
−
∑
x∈SW : ΘW (x)6=∅
(−1)β(x)dR (Mx, (0,min{ΘW (x)})) .
(1.57)
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê d(I − Qε,W ) îïðåäåëåí äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε > 0, òî DL(L−Nε,W ∩X) òàêæå îïðåäåëåí ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ε > 0, ñì.
([66℄, ë. 2,  2). ×òîáû äîêàçàòü (1.57), èñïîëüçóåì ïðèíöèï ðîäñòâåííîñòè,
ðàçðàáîòàííûé â ([66℄, ë. 3). Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî íóëè îïåðàòîðà Rε :
C([0, T ],Rn)→ C([0, T ],Rn), îïðåäåëåííîãî êàê
(Rεx)(t) = x(t)− x(0)−
T∫
0
(f(x(τ)) + εg(τ, x(τ), ε))dτ−
−
t∫
0
(f(x(τ)) + εg(τ, x(τ), ε))dτ + t
T∫
0
(f(x(τ)) + εg(τ, x(τ), ε))dτ,
ñîâïàäàþò ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îïåðàòîðà Qε, è çíà÷èò d(Rε,W ) òàêæå
îïðåäåëåí ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0. Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ðîäñòâåííî-
ñòè äëÿ òîïîëîãè÷åñêèé ñòåïåíåé ýêâèâàëåíòíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
(ñì. Æ. Ìàâåí [66℄, òåîðåìà III.1 ïðè a = 1, b = 0 è òåîðåìà III.4)
d(Rε,W ) = d(I −Qε,W ).
Äàëåå, èñïîëüçóÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ DL(L − Nε,W ∩ X) ìåòîäû, ðàçðàáî-
òàííûå â ([66℄, ë. III,  4) è ïðèíöèï ðîäñòâåííîñòè, ñâÿçûâàþùèé èíäåêñ
ñîâïàäåíèÿ îïåðàòîðîâ L è Nε ñ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíüþ ýêâèâàëåíòíîãî
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èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (ñì. [66℄, òåîðåìà III.7), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
DL(L−Nε,W ∩X) = d(Rε,W ),
êîòîðîå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Äëÿ ïåðåõîäà îò óñëîâèé òåîðåìû 1.2 ê îñíîâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ (A0)
(ñì. íà÷àëî ïóíêòà) íåîáõîäèìû íèæåñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 1.2 Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
SWU = S
U
è
ΘWU (x) = {θ0 ∈ (0, T ) : x(θ0) ∈ ∂U, x(θ) ∈ U äëÿ âñåõ θ ∈ (0, θ0)} .
Ëåììà 1.5 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A0). Òîãäà
dRn(f,WU ∩ R
n) = dRn(f, U).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ïðèí-
öèïà ïðîäîëæåíèÿ Ëåðý-Øàóäåðà. Ïóñòü
Uλ = {ξ ∈ R
n : Ω(0, λt, ξ) ∈ U äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]} , λ ∈ [0, 1],
ïîêàæåì, ÷òî
0 6∈ M˜(∂Uλ) äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1]. (1.58)
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóåò λ0 ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî ξ0 ∈ ∂Uλ0
è M˜(ξ0) = 0. Çàìåòèì, ÷òî Ω(0, λ0t, ξ0) ∈ U äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò t0 ∈ [0, T ] òàêîå, ÷òî Ω(0, λ0t0, ξ0) ∈ ∂U, è íà îñíîâàíèè
àêòà M˜(ξ0) = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî Ω(0, λ0t, ξ0) ïîñòîÿííî ïî îòíîøåíèþ ê
t ∈ [0, T ]. Çíà÷èò, ìû èìååì Ω(0, λ0t0, ξ0) = Ω(0, 0, ξ0) = ξ0 è ïîëó÷àåì,
÷òî ξ0 ∈ ∂U, ïðîòèâîðå÷à ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ∂U ñîäåðæèò òîëüêî
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (1.2). Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï
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ïðîäîëæåíèÿ Ëåðý-Øàóäåðà (ñì. [22℄, ë. 3,  16, "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðå-
ìà"èëè [49℄, òåîðåìà 10.7) èç (1.58) çàêëþ÷àåì, ÷òî
dRn(f, U0) = dRn(f, U1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, U0 = U è U1 = WU ∩ Rn.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîëîæèì ΘU(x˜) = ΘWU , òî åñòü
ΘU(x˜) = {θ0 ∈ (0, T ) : x˜(θ0) ∈ ∂U, x˜(θ) ∈ U, θ ∈ (0, θ0)} .
Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèþ (A0),
S
U =
⋃
ξ∈∂U :Ω(T,0,ξ)=ξ
{x ∈ C([0, T ],Rn) : x(t) = Ω(t, 0, ξ), t ∈ [0, T ]} .
Íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèÿ 1.2 è ëåììû 1.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå
èç òåîðåìû 1.2.
Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mx(0) 6=
0 äëÿ âñåõ x ∈ SU . Òîãäà äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ñòåïåíü d(I−Qε,WU) îïðåäåëåíà, è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îðìóëà
d(I −Qε,WU) = (−1)
ndRn(f, U)−
−
∑
x∈SU : ΘU (x)6=∅
(−1)β(x)dR
(
Mx,
(
0,min{ΘU(x)}
))
, (1.59)
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
(AP) ðåøåíèå x ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = ξ ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî è ïðîäîëæèìî íà îòðåçîê [0, T ] ïðè ëþáûõ t0 ∈ [0, T ], ξ ∈ Rn è
ε > 0.
Ïðè óñëîâèè (AP) äëÿ ñèñòåìû (1.1) ïðè ëþáûõ ε > 0 îïðåäåëåí îïåðà-
òîð Pε Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ
(1.1) (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷-
íîå òåîðåìå 1.3 óòâåðæäåíèå î òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îïåðàòîðà I −Pε íà
U.
Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 1.4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A0) è (AP). Åñëè
Mx˜(0) 6= 0 äëÿ ëþáîãî x˜ ∈ S
U , òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 òî-
ïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü dRn(I−Pε, U) îïðåäåëåíà è ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà
ïî îðìóëå
dRn(I − Pε, U) = (−1)
ndRn(f, U)−
−
∑
x˜∈SU : ΘU (x˜)6=∅
(−1)β(x˜)dR
(
Mx˜,
(
0,min{ΘU(x˜)}
))
. (1.60)
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.2, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0] ñòåïåíü d(I − Qε,WU)
îïðåäåëåíà, è
d(I −Qε,WU) = (−1)
ndRn(f,WU ∩ R
n)−
−
∑
x∈SU : ΘU (x)6=∅
(−1)β(x)dR
(
Mx,
(
0,min{ΘU(x)}
))
. (1.61)
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü ñëåäñòâèå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
d(I −Qε,WU) = dRn(I −Pε, U) äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0], (1.62)
è
dRn(f,WU ∩ R
n) = dRn(f, U). (1.63)
Ñïðàâåäëèâîñòü (1.63) ñëåäóåò èç ëåììû 1.5. ×òîáû äîêàçàòü (1.62), îïðåäå-
ëèì W εU ⊂ C([0, T ],R
n) êàê
W εU = {x̂ ∈ C([0, T ],R
n) : Ωε(0, t, x̂(t)) ∈ U, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]} ,
ãäå Ωε  îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1.1). Óòâåð-
æäàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ε̂0 ∈ (0, ε0] òàêîå, ÷òî
Qεx 6= x äëÿ ëþáûõ x ∈ (WU\W
ε
U) ∪ (W
ε
U\WU) è ε ∈ (0, ε̂0]. (1.64)
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}k∈N ⊂
(0, ε0], εk → 0 ïðè k →∞, {xk}k∈N ⊂ C([0, T ],Rn) òàêèå, ÷òî
xk ∈ (WU\W
εn
U ) ∪ (W
εn
U \WU) , (1.65)
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èxk → x˜ ïðè k →∞, ãäå Qεkxk = xk. (1.66)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (1.65) îçíà÷àåò x˜ ∈ ∂WU . Ýòîò àêò âìåñòå ñ (1.66) è
ïðåäïîëîæåíèåì Mx˜(0) 6= 0 ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óòâåðæäåíèåì ëåì-
ìû Ìàëêèíà (1.4). Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå (1.64) ñïðàâåäëèâî è çíà÷èò
d(I −Qε,WU) = d(I −Qε,W
ε
U) äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε̂0].
Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ε ≥ 0 ìíîæåñòâà U è W εU èìåþò îáùóþ ñåðöèâèíó ïî
îòíîøåíèþ ê çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ (1.1) (ñì. [21℄, 28.5),
òî (ñì. [21℄, òåîðåìà 28.5) èìååì
d(I −Qε,W
ε
U) = dRn(I − Pε, U) äëÿ ëþáîãî ε ≥ 0
è, òàêèì îáðàçîì, (1.62) äîêàçàíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1.3 Èç îðìóëû (1.60) ñëåäóåò, ÷òî åñëè öèêë x ∈ SU èìååò
ñ ãðàíèöåé ∂U åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó, òî ýòîò öèêë íå âëèÿåò íà
dRn(I −Pε, U), ãäå ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî.
1.3 Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
èç U ïî ïàðàìåòðó
Íà îñíîâàíèè ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ìíîæåñòâà W ⊂ C([0, T ],Rn), ó÷àñòâó-
þùåãî â îðìóëå òåîðåìû 1.2, â ýòîì ïóíêòå îðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (1.1),
ãäå ε ∈ (0, ε0], ñõîäÿùèõñÿ ïðè ε→ 0 ê ëåæàùèì â U T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøå-
íèÿì ñèñòåìû (1.2). Òàêèå ðåçóëüòàòû íàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòàìè î ïðîäîë-
æåíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà
ε > 0 îò íóëÿ äî ε0 > 0 (ñì. [50℄).
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Òåîðåìà 1.5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íåïîñòîÿííûå T -ïåðèîäè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (1.2) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè öèêëàìè ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà,
äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà W ⊂ C([0, T ],Rn), ñî-
äåðæàùåãî âñå ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) è óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì
SW êîíå÷íî, Mx(0) 6= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ SW
è
(−1)ndRn(f,W ∩ R
n)−
−
∑
x∈SW : ΘW (x)6=∅
(−1)β(x)dR (Mx, (0,min{ΘW (x)})) 6= 0,
ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] ñèñòåìà (1.1) èìååò
T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå â W.
Ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1.5 îçíà÷àþò, ÷òî ìíîæåñòâîSW ñîäåðæèò òîëü-
êî ïðîñòûå öèêëû ñèñòåìû (1.2). Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 1.5 ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû 1.2 è òåîðåìû Ëåðý-Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå (ñì. [22℄, ë. 1,  7
èëè [21℄, òåîðåìà 20.5).
Ñëåäñòâèå 1.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íåïîñòîÿííûå T -ïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè öèêëàìè ñèñòåìû (1.2). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî W ⊂
C([0, T ],Rn), ñîäåðæàùåå âñå ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) è óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
SW êîíå÷íî, Mx(0) ·Mx(min{ΘW (x)}) > 0
äëÿ ëþáîãî x ∈ SW òàêîãî, ÷òî ΘW (x) 6= ∅
(1.67)
è óñëîâèþ
(−1)ndRn(f,W ∩ R
n) 6= 0.
Òîãäà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (1.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå â W.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.2 âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ (1.67), îçíà÷àþ-
ùåãî (ñì. [21℄,  3.2), ÷òî dR (Mx, (0,min{ΘW (x)})) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ SW
òàêîãî, ÷òî ΘW (x) 6= ∅.
àññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1.1 ê çàäà÷å î ñó-
ùåñòâîâàíèè â ñèñòåìå (1.1) T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé áëèçêèõ ê ïðîñòîìó
öèêëó ñèñòåìû (1.2). Âíà÷àëå óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.6 Ïóñòü x˜  ïðîñòîé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ñèñòåìû (1.2).
Ïóñòü 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ θ1 +
T
p , ãäå p ∈ N è
T
p ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïå-
ðèîäîì öèêëà x˜. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Mx˜(θ1) ·Mx˜(θ2) < 0. (1.68)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé óíêöèè Mx˜ íà (θ1, θ2). Òîãäà,
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0, ñèñòåìà (1.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå xε òàêîå, ÷òî
ρ (xε(t), x˜(t+Θ))→ 0 ïðè ε→ 0. (1.69)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.68) îçíà÷àåò
Mx˜(θ1) 6= 0 è Mx˜(θ2) 6= 0
è, òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1 óäîâëåòâîðåíû. Çàèêñèðóåì α > 0,
èç òåîðåìû 1.1 èìååì δ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, δ
1+α
0 ) òîïîëîãè÷å-
ñêàÿ ñòåïåíü d(I −Qε,WVδ(ε)) îïðåäåëåíà ïðè δ(ε) = ε
1/(1+α), è
d(I −Qε,WVδ(ε)) = (−1)
β(x˜)dR(Mx˜, (θ1, θ2)).
Èç (1.68) òàêæå èìååì (ñì. [21℄, 3.2), ÷òî |dR(Mx˜, (θ1, θ2))| = 1 è, òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, δ1+α0 ) ñèñòåìà (1.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
xε òàêîå, ÷òî xε(0) ∈ Vδ(ε). Áîëåå òîãî, èç ñâîéñòâà 1) òåîðåìû 1.1 çàêëþ÷àåì
ρ (xε(0), x˜([θ1, θ2])) ≤ δ(ε) = ε
1/(1+α). (1.70)
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Ïóñòü νε(t) = Ω(0, t, xε(t)), òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.1
ν˙ε(t) = ε
(
Ω′(3)(t, 0, νε(t))
)−1
g(t, x(t, νε(t), ε)).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò M1 > 0 òàêîå, ÷òî
‖νε(0)− νε(t)‖ ≤ M1ε äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, δ
1+α
0 ) è t ∈ [0, T ]. (1.71)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, νε(0) = xε(0) è, òàêèì îáðàçîì, èç (1.70) è (1.71) äëÿ
ëþáîãî ε ∈ (0, δ1+α0 ) è ëþáîãî t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
ρ(νε(t), x˜([θ1, θ2])) ≤ ‖νε(t)− xε(0)‖+
+ ρ(xε(0), x˜([θ1, θ2])) ≤ ε
1/(1+α)
(
1 +M1ε
α/(1+α)
)
. (1.72)
Òàê êàê äëÿ ëþáîãî θ ∈ [θ1, θ2] èìååì ‖xε(t) − x˜(t + θ)‖ = ‖x(t, νε(t)) −
x(t, x˜(θ))‖, è, êàê ýòî óæå áûëî çàìå÷åíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1,
óíêöèÿ x(·, ·) íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà ïî îáîèì ïåðåìåííûì, çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò M2 > 0 òàêîå, ÷òî
‖xε(t)− x˜(t+ θ)‖ ≤ M2‖νε(t)− x˜(θ)‖ (1.73)
äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, δ1+α0 ), t ∈ [0, T ], θ ∈ [θ1, θ2]. Ïîäñòàâëÿÿ (1.72) â (1.73),
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, δ1+α0 ) è t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî
ρ(xε(t), x˜(t+ [θ1, θ2])) ≤ ε
1/(1+α)M2
(
1 +M1ε
α/(1+α)
)
. (1.74)
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (1.69) íå óäîâëåòâîðåíî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò δ∗ > 0, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}k∈N ⊂ (0, δ
1+α
0 ), εk → 0 ïðè
k →∞, è {tk}k∈N ⊂ [0, T ] òàêèå, ÷òî
xεk(tk) 6∈ Bδ∗(x˜(tk +Θ)) äëÿ ëþáîãî k ∈ N. (1.75)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}k∈N
è {tk}k∈N ñõîäÿòñÿ. Òîãäà ïîëüçóÿñü (1.74), ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå θ∗ ∈
[θ1, θ2] òàêîãî, ÷òî
xk(t)→ x˜(t+ θ∗) ïðè k →∞ (1.76)
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ðàâíîìåðíî ïî îòíîøåíèþ ê t ∈ [0, T ]. Íà îñíîâàíèè ëåììû Ìàëêèíà
(ëåììà 1.4) èç (1.76) çàêëþ÷àåì, ÷òî Mx˜(θ∗) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
(1.75) èìååì x˜(t0 + θ∗) 6∈ Bδ∗/2(x˜(t0 + Θ)), ãäå t0 = limk→∞ tk, è, çíà÷èò,
x˜(θ∗) 6∈ Bδ∗/2(x˜(Θ)). Äîñòèãíóòîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñîîòíîøåíèÿ (1.69).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6 ïðåäîñòàâëÿåò èíîðìà-
öèþ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) ê
ïðîñòîìó öèêëó ñèñòåìû (1.2). Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.74) ñëåäóåò, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó òðàåêòîðèåé T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ xε è ïðîñòûì
öèêëîì x˜ èìååò ïîðÿäîê ε1/(1+α), ãäå α > 0  ïðîèçâîëüíîå çàðàíåå èêñè-
ðîâàííîå ÷èñëî.
Â ãëàâå 3 áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòî áîëüøàÿ
ñêîðîñòü, ÷åì óêàçàííàÿ â çàìå÷àíèè 1.4, íî ýòî ïîòðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëåå
äîëãèõ ðàññóæäåíèé.
Ñëåäñòâèå 1.3 Ïóñòü x˜  ïðîñòîé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ñèòåìû (1.2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò θ0 ∈ [0, T ] òàêîå, ÷òî
Mx˜(θ0) = 0 è Mx˜ ñòðîãî ìîíîòîííà â θ0. (1.77)
Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (1.1) èìååò T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå xε, óäîâëåòâîðÿþùåå
xε(t)→ x˜(t+ θ0) ïðè ε→ 0. (1.78)
Ñëåäñòâèå 1.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.6, â êîòîðîé θ1 <
θ0 < θ2 âçÿòû äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê θ0.
Ñëåäñòâèå 1.4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f  îäèí ðàç è g  òðè ðàçà íåïðåðûâ-
íî äèåðåíöèðóåìûå óíêöèè. Ïóñòü x˜  ïðîñòîé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë
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ñèñòåìû (1.2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî θ0 ∈ [0, T ] âûïîëíåíî
Mx˜(θ0) = M
′
x˜(θ0) = M
′′
x˜ (θ0) = 0, M
′′′
x˜ (θ0) 6= 0.
Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (1.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå xε, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó (1.78).
1.3.1 Ôîðìóëà äëÿ àçû T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèíóñîèäàëü-
íî âîçìóùåííûõ ñèñòåì
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1.1) èìååò âèä
x˙ = f(x) + ε
 0
sin
(
2pik
T
t
)
g(x)
 , (1.79)
ãäå g : R2 → R  íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ è k ∈ N.
Òîãäà äëÿ óíêöèè Ìàëêèíà (1.11) èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
Mx˜(θ) = cos
(
2pik
T
θ
)
Msin − sin
(
2pik
T
θ
)
Mcos,
ãäå
Msin = sign
〈
˙˜x(0), z˜(0)
〉 T∫
0
z˜2(τ) sin
(
2pik
T
τ
)
g(x˜(τ))dτ,
Mcos = sign
〈
˙˜x(0), z˜(0)
〉 T∫
0
z˜2(τ) cos
(
2pik
T
τ
)
g(x˜(τ))dτ.
Ïîëüçóÿñü óêàçàííûì ïðåäñòàâëåíèåì è ñëåäñòâèåì 1.3, ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 1.5 Ïóñòü x˜  ïðîñòîé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ñèñòåìû (1.2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mcos 6= 0. Òîãäà êàæäîìó ÷èñëó
θj =
T arctg (Msin/Mcos) + Tpij
2pik
, j = 1, ..., 2k,
è âñåì äîñòàòî÷íî ìàëûì ε > 0 ñîîòâåòñòâóåò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
xj,ε ñèñòåìû (1.79) òàêîå, ÷òî
xj,ε(t)→ x˜(t+ θj) ïðè ε→ 0, j = 1, ..., 2k.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëà θj, j = 1, ..., 2k, óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Mx˜(θ) = 0 è ñâîéñòâó (Mx˜)
′ (θ) 6= 0.
Ïîëó÷åííîå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå T -
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â òåõ ñëó÷àÿõ, ãäå àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ðå-
øåíèé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1.2) çàòðóäíèòåëüíî, à ïðîâåðêà ñïðàâåäëè-
âîñòè íåðàâåíñòâà Mcos 6= 0 âîçìîæíà.
Ïðèìåð 1.1 Äëÿ îáîáùåííîé ñèñòåìû Õèùíèê-Æåðòâà (ñì. [9℄, 5.3)
x˙1 = k1x1 −
k2x1x2
k0 + x1
− k3x21,
x˙2 =
k4x1x2
k0 + x1
− k5x2 + ε(µx
+
1 + νx
−
1 ) sin
(
2pi
T
t
)
,
(1.80)
ãäå a+ := max{a, 0}, a− := max{−a, 0}, äîïóñêàþùåé â îïðåäåëåííîé îá-
ëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ k0, ..., k5 ïðîñòîé öèêë x˜ íåêîòîðîãî ïåðèîäà
T > 0, ñëåäñòâèå 1.5 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âáëèçè x˜ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 è òàêèõ
µ, ν ∈ R, ïðè êîòîðûõ Mcos 6= 0.
1.4 Ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùè-
ìèñÿ â ëèòåðàòóðå
Â ñëó÷àå, êîãäà
Q0x 6= x äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂W, (1.81)
è
dRn(f,W ∩ R
n) 6= 0, (1.82)
çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ (1.1) ðåøåíà À. Êà-
ïåòòî,Æ. Ìàâåíîì è Ô. Çàíîëèíîì â [50℄. Îíè óñòàíîâèëè ([50℄, ñëåäñòâèå 1),
÷òî ïðè óñëîâèÿõ (1.81) è (1.82) ñïðàâåäëèâà îðìóëà
d(I −Q0,W ) = (−1)
ndRn(f,W ∩ R
n), (1.83)
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âïåðâûå ïîëó÷åííàÿ Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèì è À. È. Ïåðîâûì äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ íåàâòîíîìíîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû, ñì. [40℄ (ñ. 108) èëè [18℄. Â
ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì åäèíñòâåí-
íîñòè è íåëîêàëüíîé ïðîäîëæèìîñòè, îðìóëà (1.83) äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
ìíîæåñòâ W óñòàíîâëåíà È. Áåðøòåéíîì è À. Õàëàíàåì [4℄.
Èç (1.83) ñëåäóåò, ÷òî
d(I −Qε,W ) = (−1)
ndRn(f,W ∩ R
n) (1.84)
äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèÿõ (1.81)
è (1.82) ñèñòåìà (1.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå â W äëÿ ëþáîãî T -
ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé âîçìóùåíèÿ g è ëþáîãî äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ε > 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå (1.82) îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî
W îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1.2).
Â íàñòîÿùåé ãëàâå óñëîâèå (1.81) íå òðåáóåòñÿ, òî åñòü ðåçðåøàåòñÿ, ÷òî-
áû ∂W ñîäåðæàëî íåïîäâèæíûå òî÷êè îïåðàòîðà Q0, è ïîëó÷åííàÿ îðìóëà
(1.48) òåîðåìû 1.2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îðìóëû (1.84). Îòìåòèì, ÷òî òåî-
ðåìà 1.2 ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî d(I − Qε,W ) 6= 0 äàæå â ñëó÷àå, êîãäà
dRn(f,W ∩ Rn) = 0, òî åñòü áåç ÿâíîãî òðåáîâàíèÿ òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî W
ñîäåðæèò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2).
Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îðìóëû (1.48) ñõîæ ñ àíàëîãè÷íûì ÷ëå-
íîì îðìóëû Êðàñíîñåëüñêîãî-Çàáðåéêî äëÿ ïîäñ÷åòà èíäåêñà âûðîæäåí-
íîé íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà Q0 íà îñíîâå ñóæåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà
íà ïîäïðîñòðàíñòâî (â íàøåì ñëó÷àå íà îäíîìåðíîå), ñì. ([21℄, îðìóëà
24.13). Îäíàêî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ Ì. À. Êðàñíîñåëü-
ñêèì è Ï. Ï. Çàáðåéêî ([21℄, òåîðåìà 24.1), ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð Q0 èìååò ñïåöèàëüíóþ îðìó, ãàðàíòèðóþùóþ,
÷òî Q0 èìååò òîëüêî èçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Òàêîå ñâîéñòâî
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå âûïîëíåíî, òàê êàê ëþáîå T -ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå àâòîíîìíîé ñèñòåìû (1.2) ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé íåïîäâèæíîé
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òî÷êîé îïåðàòîðà Q0.
Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1.2 ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì Êàïåòòî-Ìàâåíà-
Çàíîëèíà ([50℄, òåîðåìà 2), íî â ïîñëåäíåé ðàáîòå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ,
÷òîáû ìíîæåñòâî ∂W íå ñîäåðæàëî T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.2).
Â ðàáîòå [29℄ È. . Ìàëêèíûì óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [29℄,
óòâåðæäåíèå ñ. 638 èëè [30℄, òåîðåìû ññ. 387 è 392). Ïóñòü f : Rn → Rn 
îäèí ðàç è g : R × Rn × [0, 1] → Rn  äâà ðàçà íåïðåðûâíî äèåðåíöèðó-
åìûå óíêöèè. Ïóñòü x˜  ïðîñòîé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ñèñòåìû (1.2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò θ0 ∈ [0, T ] òàêîå, ÷òî Mx˜(θ0) = 0 è
(Mx˜)
′(θ0) 6= 0. (1.85)
Òîãäà, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (1.1) äîïóñêàåò T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå xε, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó
xε(t)→ x˜(t+ θ0) ïðè ε→ 0. (1.86)
Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå òåîðåìà 1.6 è ñëåä-
ñòâèå 1.3 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Ìàëêèíà íà ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî
(1.85) èìååòñÿ ëèáî ñâîéñòâî Mx˜(θ1) · Mx˜(θ2) < 0, ãäå θ1 < θ0 < θ2, ëèáî
ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü óíêöèè Mx˜ â θ0, à òàêæå íà ñëó÷àé íåäèåðåíöè-
ðóåìûõ ïðàâûõ ÷àñòåé.
Ñëó÷àé, êîãäà (1.85) íå âûïîëíåíî, áûë èññëåäîâàí Â. Ëóäîì â [60℄. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñîðìóëèðîâàòü åãî ðåçóëüòàò, ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Âíà÷àëå, ïîâåðíåì è ïåðåíåñåì êîîðäèíàòíûå îñè òàê, ÷òî x˜(0) = 0 è ˙˜x(0) =
(x˜1(0), 0, ..., 0) . Ïóñòü Ωε  îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì âîçìóùåííîé
ñèñòåìû (1.1). Ïîëîæèì F (ξ, ε) = Ωε(T, 0, ξ) − ξ, òàê êàê öèêë x˜ ïðîñòîé,
òî n − 1 óðàâíåíèé ñèñòåìû F (ξ, ε) = 0 ìîãóò áûòü ðåøåíû âáëèçè 0 ïî
îòíîøåíèþ ê ξk, ãäå k ∈ {1, 2, ..., n}, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñêàëÿðíîå
óðàâíåíèå H(u, ε) = 0. Ïóñòü Dx˜  äåñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ
1
2
∂3H
∂u2∂ε
(0, 0)m2 +
1
2
∂3H
∂u∂ε2
(0, 0)m+
1
6
∂3H
∂ε3
(0, 0) = 0.
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Â. Ëóä ([60℄, òåîðåìà 2) óñòàíîâèë, ÷òî åñëè f  òðè ðàçà è g  äâà ðàçà
íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìûå óíêöèè,
Dx˜ > 0, (1.87)
è äëÿ íåêîòîðîãî θ0 ∈ [0, T ] óäîâëåòâîðÿþùåãî Mx˜(θ0) = 0 âûïîëíåíî
(Mx˜)
′(θ0) = 0 è
(Mx˜)
′′(θ0) = 0, (1.88)
òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (1.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå xε, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ñõîäèìîñòè (1.86).
Â ñëó÷àå, êîãäà Mx˜(·)  òîæäåñòâåííûé íóëü, Â. Ëóä â [60℄ âûâîäèò èç
ïðèâåäåííîãî ðåçóëüòàòà òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé äëÿ (1.1) âáëèçè x˜. Íî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà (Mx˜)
′′′(θ0) 6= 0, ïðîâåðêà
óñëîâèÿ (1.87)  äàëåêî íå î÷åâèäíàÿ çàäà÷à (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî g òðè
ðàçà íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìàÿ óíêöèÿ). Ýòî çàìå÷àíèå îáóñëàâëè-
âàåò àêòóàëüíîñòü ñëåäñòâèÿ 1.4 íàñòîÿùåé ãëàâû.
Áëèçêèå ñëåäñòâèþ 1.5 ðåçóëüòàòû èìåþòñÿ â êíèãå Äæ. óêåíõåéìåðà
è Ô. Õîëìñà [10℄ (ïðèìåð . 250-251), íî â íèõ, âî-ïåðâûõ, ðàññìàòðèâàåòñÿ
íå óíêöèÿ Ìàëêèíà, à óíêöèÿ Ìåëüíèêîâà (ñì. çàìå÷àíèå 2.2 ïî ïîâî-
äó ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ), âî-âòîðûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ
äèåðåíöèðóåìîñòü âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1.1) óíêöèè g.
Âû÷èñëåíèå óíêöèé Ìàëêèíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà âîçìóùåííûõ ñèñòåì
ïðîâåäåíî â êíèãå È. È. Áëåõìàíà [5℄, íî óêàçàííûå â ñëåäñòâèè 1.5 îðìóëû
òàì îòñóòñòâóþò.
Îòìåòèì, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà ïåðèîäû âîçìóùåíèÿ è ïîðîæäàþùåãî öèê-
ëà íåñîèçìåðèìû, èçó÷åíà â ìîíîãðàèè Â. È. Àðíîëüäà [3℄.
Îáñóäèì êðàòêî ïóáëèêàöèè àâòîðà äèññåðòàöèè ïî ðåçóëüòàòàì íàñòîÿ-
ùåé ãëàâû. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîå â ëåììå 1.1, óêàçàíî â
([24℄, îðìóëà 6). Îñíîâíàÿ òåîðåìà ãëàâû (òåîðåìà 1.2), ñâÿçàííàÿ ñ âû÷èñ-
ëåíèåì ñòåïåíè d(I −Qε,W ) è íà êîòîðîé îñíîâàí ãåîìåòðè÷åñêèé âàðèàíò
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ðåøåíèÿ çàäà÷è È. . Ìàëêèíà (òåîðåìà 1.6), îïóáëèêîâàíà â [28℄. Ôîðìóëû
äëÿ àçû T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèíóñîèäàëüíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì
(ñëåäñòâèå 1.5) â ñëó÷àå äâàæäû íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìûõ ñèñòåì
ïîëó÷åíû â [27℄ (ñì. óòâåðæäåíèÿ ñ. 151152). àññìîòðåíèå ïðèìåðà 1.1,
ñâÿçàííîãî ñ ìîäåëüþ Õèùíèê-Æåðòâà, ïðîâåäåíî àâòîðîì â [61℄.
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ëàâà 2
Âîçìóùåíèÿ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ
ñåìåéñòâî T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êîòîðûõ çàïîëíÿþò
ãðàíèöó íåêîòîðîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà U ⊂ Rn
Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
â ñèñòåìå âèäà
x˙ = f(t, x) + εg(t, x, ε), (2.1)
ëåæàùèõ â çàäàííîì îòêðûòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rn, ãðàíè-
öà ∂U êîòîðîãî ñîñòîèò èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû
x˙ = f(t, x). (2.2)
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò òàêæå óêàçàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òà-
êèõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ (2.1), íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êîòîðûõ áëèçêè
ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà U. àññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè ìîòèâèðîâàíî çàäà÷åé
î ðîæäåíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äâóìåðíîé ñèñòåìû (2.1) èç öèêëà x˜
ñèñòåìû (2.2), â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäíÿÿ àâòîíîìíà. Öèêë x˜ èãðàåò â ýòîì
ñëó÷àå ðîëü ãðàíèöû ìíîæåñòâà U ⊂ R2 (ñì. òåîðåìó 2.5 íàñòîÿùåé ãëàâû).
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Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f : R × Rn → Rn  íåïðåðûâíî äèåðåíöèðó-
åìàÿ è g : R × Rn × [0, 1] → Rn  íåïðåðûâíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðâîé
ïåðåìåííîé óíêöèè.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î âû÷èñëåíèè
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè d(I−Qε,WU) ýêâèâàëåíòíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðà-
òîðà
(Qεx)(t) = x(T ) +
t∫
0
f(τ, x(τ))dτ + ε
t∫
0
g(τ, x(τ), ε)dτ, t ∈ [0, T ],
íà ìíîæåñòâå
WU = {x̂ ∈ C([0, T ],R
n) : x̂(t) ∈ U äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]} .
2.1 Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ýêâèâàëåíòíîãî çàäà÷å î
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè â U
àñïðîñòðàíåííûì èíñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ ñèñòåì âèäà (2.1) ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà (ñì. [29℄, îðìóëà 3.8)
y˙ = f ′(2)(t,Ω(t, 0, ξ))y+ g(t,Ω(t, 0, ξ), 0), (2.3)
ãäå Ω  îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (2.2) è ξ ∈ Rn  ïàðàìåòð.
Îïðåäåëåíèå 2.1 Ôóíêöèÿ Φs : Rn → Rn, çàäàííàÿ äëÿ êàæäîãî s ∈ [0, T ]
êàê
Φs(ξ) = η(T, s, ξ)− η(0, s, ξ),
ãäå η(·, s, ξ)  ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ η(s, s, ξ) = 0, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì îïåðàòîðîì óñðåäíåíèÿ ïî îò-
íîøåíèþ ê T -ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå (2.1).
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Ïóñòü Φs  îáîáùåííûé îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèñòåìå
(2.1) è P0  îïåðàòîð Ïóàíêàðå ñèñòåìû (2.2). Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî.
Ëåììà 2.1 Äëÿ ëþáûõ ξ ∈ Rn è s, θ ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà îðìóëà
η(θ, s, ξ) = Ω′(3)(θ, 0, ξ)
θ∫
s
Ω′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ))g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî P0(ξ) = ξ, òî
Φs(ξ) =
s∫
s−T
Ω′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ))g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ
ïðè âñåõ s ∈ [0, T ].
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì (ñì. [20℄, òåîðåìà 2.1), ÷òî ìàòðèöà Ω′(3)(t, 0, ξ)
ÿâëÿåòñÿ óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû
y˙ = f ′(2)(t,Ω(t, 0, ξ))y,
ïðè÷åì
(
Ω′(3)(t, 0, ξ)
)−1
= Ω′(3)(0, t,Ω(t, 0, ξ)). Äåéñòâèòåëüíî, äèåðåíöè-
ðóÿ ïî ξ òîæäåñòâî
Ω(0, t,Ω(t, 0, ξ)) = ξ, ξ ∈ Rn,
ïîëó÷àåì
Ω′(3)(0, t,Ω(t, 0, ξ))Ω(t, 0, ξ) = I, ξ ∈ R
n. (2.4)
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îðìóëå âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé äëÿ íåîäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû (2.3) ïîëó÷àåì
η(t, s, ξ) =
t∫
s
Ω′(3)(t, 0, ξ) (Ω(τ, 0, ξ))
−1 g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ =
= Ω′(3)(t, 0, ξ)
t∫
s
Ω′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ))g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ.
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Ïåðâàÿ îðìóëà ëåììû äîêàçàíà, ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîé îð-
ìóëû. Èìååì
Φs(ξ) = Ω′(3)(T, 0, ξ)
T∫
s
(Ω(τ, 0, ξ))−1 g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ−
−
0∫
s
(Ω(τ, 0, ξ))−1 g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ. (2.5)
Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ τ = u+ T â èíòåãðàëå
J = Ω′(3)(T, 0, ξ)
T∫
s
(Ω(τ, 0, ξ))−1 g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ,
è ó÷èòûâàÿ, ÷òî P0(ξ) = ξ, ïîëó÷àåì
J = Ω′(3)(T, 0, ξ)
0∫
s−T
(Ω(T + u, 0, ξ))−1 g(T + u,Ω(T + u, 0, ξ), 0)du =
= Φ(T )eΛT
0∫
s−T
(Ω(T + u, 0, ξ))−1 g(u,Ω(u, 0, ξ), 0)dτ =
= Φ(T )
0∫
s−T
e−ΛueΛ(T+u) (Ω(T + u, 0, ξ))−1 g(u,Ω(u, 0, ξ), 0)dτ,
ãäå Φ(t)eΛt  ïðåäñòàâëåíèå Ôëîêå íîðìèðîâàííîé ïðè t = 0 óíäàìåíòàëü-
íîé ìàòðèöû Ω′(3)(t, 0, ξ) (ñì. [11℄, ë. III,  15). Òàê êàê e
Λt (Ω(t, 0, ξ))−1 =
Φ−1(t), òî
eΛ(T+u) (Ω(T + u, 0, ξ))−1 = eΛu (Ω(u, 0, ξ))−1
è
J = Φ(0)
0∫
s−T
e−ΛueΛu (Ω(u, 0, ξ))−1 g(u,Ω(u, 0, ξ), 0)dτ =
=
0∫
s−T
(Ω(u, 0, ξ))−1 g(u,Ω(u, 0, ξ), 0)dτ.
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (2.5), ïîëó÷àåì
Φs(ξ) =
0∫
s−T
(Ω(τ, 0, ξ))−1 g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ+
+
s∫
0
(Ω(τ, 0, ξ))−1 g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ =
=
s∫
s−T
(Ω(τ, 0, ξ))−1 g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ.
Ëåììà äîêàçàíà.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü P0(ξ) = ξ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U. Åñëè
Φs(ξ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U è ëþáîãî s ∈ [0, T ],
òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ
1) äëÿ ëþáîãî x ∈ C([0, T ],Rn) òàêîãî, ÷òî Qεx = x èìååì x(t) 6∈ ∂U äëÿ
âñåõ t ∈ [0, T ], â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð Qε íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê
íà ∂WU ;
2) d(I −Qε,WU) = dRn(−ΦT , U).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
Υε(t, ξ) = Ω
′
(3)(0, t,Ω(t, 0, ξ))g(t,Ω(t, 0, ξ), ε).
Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 êàæäîé íåïîäâèæíîé òî÷êå èç WU îïåðàòîðà Qε ñîîò-
âåòñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (1.5) îïåðàòîðà
(Gεν)(t) = Ω(T, 0, ν(T )) +
t∫
0
Υε(τ, ν(τ))dτ,
êîòîðàÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âíîâü ïðèíàäëåæèò WU . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
d(I − Gε,WU) îïðåäåëåí, òî â ñèëó òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðíûõ
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ïîëÿõ (ñì. [21℄, òåîðåìà 26.4) èìååì
d(I −Qε,WU) = d(I −Gε,WU).
Â ïðîñòðàíñòâå C([0, T ],Rn) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé âïîëíå íåïðå-
ðûâíûé îïåðàòîð
(Aεν)(t) = Ω(T, 0, ν(T ))− ε
T∫
0
Υε(τ, ν(τ))dτ
è ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ïîëÿ I−Gε è I−Aε ãîìîòîïíû
íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà WU . Çàäàäèì ñëåäóþùóþ äåîðìàöèþ
Dε(λ, ν)(t) = ν(t)− Ω(T, 0, ν(T ))− ε
λt+(1−λ)T∫
0
Υε(τ, ν(τ))dτ,
ñîåäèíÿþùóþ ïîëÿ Gε è G1,ε. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 äå-
îðìàöèÿ Dε íåâûðîæäåíà íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà WU . Äëÿ ýòîãî äîêàæåì
áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåì çàòåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèÿ 1). Èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
âñåõ ε ∈ (0, ε0] è λ ∈ [0, 1] êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Dε(λ, ν) = ν óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ν(t) 6∈ ∂U ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
íå òàê. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}k∈N ⊂ (0, 1] òàêîé,
÷òî ε → 0 ïðè k → ∞ íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}k∈N ⊂ [0, 1] è
{νk}k∈N ⊂ C([0, T ],R
n), ïðè êîòîðûõ
νk(t) = Ω(T, 0, νk(T )) + εk
λkt+(1−λk)T∫
0
Υεk(τ, νk(τ))dτ, t ∈ [0, T ] (2.6)
è
νk([0, T ]) ∩ ∂U 6= ∅. (2.7)
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {λk}k∈N îãðàíè÷åíà, òî èç íåå ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}k∈N ñõîäèòñÿ. Èç (2.7) ñëå-
äóåò, ÷òî óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νk}k∈N ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ïî-
ýòîìó, íà îñíîâàíèè íåïðåðûâíîñòè óíêöèè Υεk íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c0 > 0
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òàêàÿ, ÷òî Υεk(t, νk(t)) ≤ c0, t ∈ [0, T ], k ∈ N, è äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ [0, T ],
k ∈ N èìååì îöåíêó
‖νk(t2)− νk(t1)‖ = εk
∥∥∥∥∥∥∥
λkt2+(1−λkT )∫
λkt1+(1−λk)T
Υεk(τ, zk(τ))dτ
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ εkλk(t2 − t1)c0,
èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νk}k∈N ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíû. Çíà÷èò, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Àðöåëà, èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó ìû áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {νk}k∈N ñõî-
äèòñÿ. Ïîëîæèì λ0 = limk→∞ λk è ν0 = limk→∞ νk. Òîãäà λ0 ∈ [0, 1] è
ν0([0, T ]) ∩ ∂U 6= ∅. Òàê êàê ν˙k → 0 ïðè k → ∞, òî óíêöèÿ ν0 ïîñòîÿííà.
Ñîîòíîøåíèå (2.7) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ÷èñëà tk ∈ [0, T ] òàêîãî, ÷òî
νk(tk) ∈ ∂U. Òîãäà
Ω(T, 0, νk(tk)) = νk(tk), k ∈ N. (2.8)
Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (2.6), çàïèñàííîãî ïðè t = T , ýòî æå ðàâåíñòâî, çàïè-
ñàííîå ïðè t = tn, ïîëó÷àåì
νk(T )− νk(tk) = εk
T∫
λktk+(1−λk)T
Υεk(τ, νk(τ))dτ. (2.9)
Íà îñíîâàíèè (2.8) âûðàæåíèå (2.6) ïðè t = T ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
νk(T )− νk(tk) = Ω(T, 0, νk(T ))− Ω(T, 0, νk(tk)) +
+εk
T∫
0
Υεk(τ, zk(τ))dτ
èëè
(I − Ω′(3)(T, 0, νk(tk)))(νk(T )− νk(tk)) =
= εk
T∫
0
Υεk(τ, νk(τ))dτ + o(νk(tk), νk(T )− νk(tk)), (2.10)
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ãäå óíêöèÿ o(ξ, h) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
‖o(ξ, h)‖
‖h‖
→ 0 ïðè ‖h‖ → 0, ξ ∈ Rk. (2.11)
Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â (2.10), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(I − Ω′(3)(T, 0, νk(tk)))
T∫
λktk+(1−λk)T
Υεk(τ, νk(τ))dτ =
=
T∫
0
Υεk(τ, νk(τ))dτ +
o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))
εk
. (2.12)
Èç (2.9) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî
‖νk(T )− νk(tk)‖ ≤ cεk.
Îòêóäà∥∥∥∥o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))εk
∥∥∥∥ ≤ c‖o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))‖‖νk(T )− νk(tk)‖ . (2.13)
Èç (2.13), ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî çíà÷åíèÿ óíêöèé νk îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî
ïî k ∈ N, ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥∥o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))εk
∥∥∥∥→ 0, k →∞. (2.14)
Ñîâåðøèâ, ó÷èòûâàÿ (2.14), ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè k →∞ â (2.12), ïîëó-
÷èì
(I − Ω′(3)(T, 0, ξ0))
T∫
s
Υ0(τ, ξ0)dτ =
T∫
0
Υ0(τ, ξ0)dτ
èëè
T∫
s
Ω′(3)(T, 0, ξ0)Ω
′
(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ0))g(τ,Ω(τ, 0, ξ0), 0)dτ −
−
0∫
s
Ω′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ0))g(τ,Ω(τ, 0, ξ0), 0)dτ = 0, (2.15)
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ãäå s = limk→∞ (λktk + (1− λk)T ) ∈ [0, T ]. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.1, ðàâåíñòâî
(2.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
η(T, s, ξ0)− η(0, s, ξ0) = 0,
â ÷åì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ε0 >
0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] è λ ∈ [0, 1] êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Dε(λ, ν) = ν óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ν(t) 6∈ ∂U ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðè λ = 1
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì 1) òåîðåìû. Ïåðåéäåì ê
äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äîêàçàííîå ñâîéñòâî
îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
Dε(λ, ν) 6= 0, λ ∈ [0, 1], ν ∈ ∂WU , ε ∈ (0, ε0], (2.16)
òî åñòü ïîëÿ I − Gε è I − Aε ãîìîòîïíû íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà WU ïðè
ε ∈ (0, ε0]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0([0, T ],Rn) ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
C([0, T ],Rn), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîñòîÿííûõ óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îò-
ðåçêå [0, T ] è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â Rn. Èìååì Aε(∂WU) ⊂ C0([0, T ],Rn).
Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâîWU ñîäåðæèò óíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâ-
íûå ïðîèçâîëüíîìó èêñèðîâàííîìó ýëåìåíòó èç U. Íàêîíåö, èç (2.16) ïðè
λ = 0 ïîëó÷àåì
Aε(ν) 6= ν, ν ∈ ∂WU , ε ∈ (0, ε0],
îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ∂(WU ∩ C0([0, T ],Rn)) ⊂ ∂WU , ñëåäóåò,
÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] ïîëå I − Aε íå èìååò íóëåé íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà
WU ∩C0([0, T ],Rn). Ïîýòîìó, ïðè ε ∈ (0, ε0] çàêîííî ñóæåíèå ïîëÿ I −Aε íà
ïîäïðîñòðàíñòâî C0([0, T ],Rn), ÷òî îçíà÷àåò (ñì. [21℄, òåîðåìà 27.1)
dC([0,T ],Rn)(I −Aε,WU) =
= dC0([0,T ],Rn)(I −Aε,WU ∩ C0([0, T ],R
n)), (2.17)
ãäå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà çàïèñàíû òîïîëîãè÷åñêèå ñòåïåíè â
ïðîñòðàíñòâàõ C([0, T ],Rn) è C0([0, T ],Rn) ñîîòâåòñòâåííî.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ óíêöèÿ ν ∈ WU ∩ C0([0, T ],Rn) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Aεν = ν, êîãäà ýëåìåíò ξ = ν(0)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ A0εξ = ξ, ãäå
A0εξ = Ω(T, 0, ξ) + ε
T∫
0
Υε(τ, ξ)dτ.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèÿõ ê óðàâíåíèÿì Aεν = ν è
A0εξ = ξ (ñì. [21℄, òåîðåìà 26.4), ïðè ε ∈ (0, ε0] ïîëó÷àåì
dC0([0,T ],Rn)(I −Aε,WU ∩ C0([0, T ],R
n)) = dRn(I −A
0
ε, U). (2.18)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè dRn(I −A0ε, U) ïîëîæèì
A1,εξ = −ε
T∫
0
Υε(τ, ξ)dτ.
Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî (I − A0ε)(ξ) = A1,εξ, ξ ∈ ∂U, ïîýòîìó ïðè
ε ∈ (0, ε0] èìååì
dRn(I −A
0
ε, U) = dRn(A1,ε, U). (2.19)
Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ A1,ε è A1,1 ãîìîòîïíû íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà
U ïðè ε ∈ (0, ε0]. Çàäàäèì ëèíåéíóþ äåîðìàöèþ
D1,ε(λ, ξ) = (λε+ 1− λ)
T∫
0
Υε(τ, ξ)dτ, ξ ∈ U.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà äåîðìàöèÿ íåâûðîæäåíà íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà U. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ λ ∈ [0, 1], ξ ∈ ∂U è ε ∈ (0, ε0)
áóäåì èìåòü
(λ0ε+ 1− λ)
T∫
0
Υε(τ, ξ)dτ = 0,
îòêóäà
T∫
0
Υε(τ, ξ)dτ = 0,
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â ÷åì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåâûðîæäåííîñòüþ ïîëÿ A1,ε ïðè ε ∈ (0, ε0] íà ∂U.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.1,
dRn(A1,ε, U) = dRn(A1,1, U) = dRn(η(0, T, ·), U). (2.20)
Ïîäñòàâëÿÿ (2.20) â (2.19), ïîëó÷àåì
dRn(I − A
0
ε, U) = dRn(η(0, T, ·), U), ε ∈ (0, ε0). (2.21)
Ïîäñòàâëÿÿ (2.18) â (2.17), ïîëüçóÿñü ãîìîòîïíîñòüþ ïîëåé I −Aε è I −Gε
è ñîîòíîøåíèåì (2.21), îêîí÷àòåëüíî èìååì
dC([0,T ],Rn)(I −Gε,WU) = dRn(−η(T, 0, ·), U), ε ∈ (0, ε0].
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
(AP) ðåøåíèå x ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = ξ ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî è ïðîäîëæèìî íà îòðåçîê [0, T ] ïðè ëþáûõ t0 ∈ [0, T ], ξ ∈ Rn è
ε > 0.
Ïðè óñëîâèè (AP) äëÿ ñèñòåìû (2.1) ïðè ëþáûõ ε > 0 îïðåäåëåí îïåðà-
òîð Pε Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ
(2.1) (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2).
Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü P0(ξ) = ξ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëî-
âèå (AP), è
Φs(ξ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U è ëþáîãî s ∈ [0, T ].
Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] îïåðàòîð Pε íåâûðîæ-
äåí íà ∂U, è
dRn(I − Pε, U) = dRn(−ΦT , U), ε ∈ (0, ε0].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Qε  èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çà-
äà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ (2.1). Ïîëîæèì
Wε = {xˆ : C([0, T ],R
n) : Ωε(0, t, xˆ(t)) ∈ U, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]} ,
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ãäå ÷åðåç Ωε îáîçíà÷åí îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (2.1). Ïî-
êàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0] è ëþáîãî
α ∈ [0, ε0] âûïîëíåíî:
åñëè Qεx = x è x ∈ Wα, òî x ∈ W0. (2.22)
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {εn}n∈N ⊂ (0, ε0], εn → 0 ïðè n → ∞, {αn}n∈N ⊂ (0, ε0], {xn}n∈N ⊂
C([0, T ],Rn), xn ∈ Wαn òàêèå, ÷òî Qεnxn = xn è xn 6∈ W0. Òàê êàê xn ∈ W εn,
òî xn(0) ∈ U. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ xn 6∈ W0 çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïðè ëþáîì n ∈ N ñóùåñòâóåò tn ∈ (0, T ] òàêîå, ÷òî xn(tn) ∈ ∂U, â ÷åì
ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì 1) òåîðåìû 2.1.
Èç (2.22) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñòåïåíü d(I − Qλ,Wλ) îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì
ε ∈ (0, ε0], è
d(I −Qε,Wε) = d(I −Qε,W0), ε ∈ (0, ε0].
Èç ïðèíöèïà ðîäñòâåííîñòè (ñì. [21℄, òåîðåìà 28.5) ñëåäóåò, ÷òî
d(I −Qε,Wε) = dRn(I − Pε, U).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 2.1 èìååì
d(I −Qε,W0) = dRn(−Φ
T , U).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
2.2 Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
èç U ïî ïàðàìåòðó
Â ýòîì ïóíêòå áóäóò óêàçàíû ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 2.1 ê çàäà÷å î ïðîäîëæå-
íèè ëåæàùèõ â U T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) ïðè óâåëè÷åíèè
ïàðàìåòðà ε îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà.
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2.2.1 Ñëó÷àé ñèñòåì ëþáîãî ÷èñëà óðàâíåíèé
Òåîðåìà 2.3 Åñëè Φs(ξ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U è ëþáîãî s ∈ [0, T ], è
dRn(−Φ
T , U) 6= 0,
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (2.1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â U.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (AP) (ñì. òåîðåìó 2.2), è
ïóñòü Pε  îïåðàòîð Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèÿõ äëÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (2.1). Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî
(A∗) îòîáðàæåíèå P0 èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî a1, ..., ak íåïîäâèæíûõ òî÷åê
â U, ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, k ìàòðèöà (I − (P0)′) (ak) íåâûðîæäåíà.
Ïðè óñëîâèè (A∗) êàæäîìó ai, i ∈ 1, k ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå èí-
äåêñ Ïóàíêàðå ind(ai, I − P0) (ñì. [23℄, ë. IX,  4), êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå
îïðåäåëÿåòñÿ êàê (−1)β, ãäå β  ñóììà êðàòíîñòåé âåùåñòâåííûõ è îòðè-
öàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû (I − (P0)′) (ak) (ñì. [21℄, òåîðå-
ìà 6.1).
Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2, à òàê-
æå ïðåäïîëîæåíèå (A∗). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ind(a1, I −P0) + · ·+ind(ak, I − P0) 6= dRn(−Φ
T , U). (2.23)
Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (2.1) èìååò T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå xε(t) òàêîå, ÷òî
ρ(xε(0), ∂U)→ 0 ïðè ε→ 0. (2.24)
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (A∗) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè a1, ..., ak ÿâëÿþòñÿ èçîëèðî-
âàííûìè. Ïîýòîìó (ñì. [20℄, òåîðåìà 6.1), ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî
dRn(I −P0, Bδ0(ai)) = ind(ai, I − P0), i ∈ 1, k.
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Äàëåå, ïðè óñëîâèè (A∗) â ñèëó òåîðåìû Ïóàíêàðå (ñì. [30℄, óòâåðæäå-
íèå ñ. 378) δ0 > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî åùå íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî ε0 > 0 è ëþáûõ ε ∈ (0, ε0], i ∈ 1, k ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) â δ0-îêðåñòíîñòè òî÷êè ai. Èç òåî-
ðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ε0 > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî
dRn(I −Pε, U) = dRn(−Φ
T , U), ε ∈ (0, ε0].
Íàêîíåö, óìåíüøèì ε0 > 0 åùå è òàê, ÷òî
dRn(I − P0, Bδ0(ai)) = dRn(I −Pε, Bδ0(ai)), i ∈ 1, k, ε ∈ (0, ε0].
Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ è ó÷èòûâàÿ (2.23), ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî
dRn
(
I −Pε, U\
k⋃
i=1
Bδ0(ai)
)
6= 0, ε ∈ (0, ε0].
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε0] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xε ñèñòåìû (2.1)
òàêîå, ÷òî
xε(0) ∈ U\
k⋃
i=1
Bδ0(ai), ε ∈ (0, ε0].
Çàìåòèì, ÷òî
ρ(xε(0), ∂U)→ 0 ïðè ε→ 0. (2.25)
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëè áû ïðîòèâîðå÷èå ñ åäèíñòâåííî-
ñòüþ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ðîæäåííûìè èç òî÷åê a1, ..., ak íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.2.2 Ñëó÷àé äâóìåðíûõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ öèêë â îòñóòñòâèè
âîçìóùåíèÿ
Ñëåäóþùåå ïðèëîæåíèå òåîðåìû 2.1 ñâÿçàíî ñî ñëó÷àåì, êîãäà ñèñòåìà
(2.2) äâóìåðíà è àâòîíîìíà, òî åñòü èìååò âèä
x˙ = f(x), x ∈ R2, (2.26)
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (2.1) çàïèøåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êàê
x˙ = f(x) + εg(t, x, ε), x ∈ R2. (2.27)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (2.26) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë x˜, è îáî-
çíà÷èì ÷åðåç U âíóòðåííîñòü öèêëà. Î÷åâèäíî, Ω(T, 0, ξ) = ξ äëÿ ëþáîãî
ξ ∈ ∂U.
Òåîðåìà 2.5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Φs(ξ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U è ëþáîãî s ∈ [0, T ],
(A1) x˜  åäèíñòâåííûé T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ñèñòåìû (2.26) â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè ∂U.
Òîãäà, åñëè
dR2(−Φ
T , U) 6= 1,
òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] ñèñòåìà (2.27)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ xε,1 è xε2 òàêèõ, ÷òî
ρ(xε,1(t), ∂U) + ρ(xε,2(t), ∂U)→ 0 ïðè ε→ 0.
Áîëåå òîãî, xε,1(t) ∈ U, xε,2(t) 6∈ U ïðè âñåõ t ∈ [0, T ], è êàæäîå ïðî÷åå T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x ñèñòåìû (2.27) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x(t) 6∈ ∂U
ïðè âñåõ t ∈ [0, T ].
Óñëîâèå (A1) íå îòðèöàåò ñóùåñòâîâàíèÿ âáëèçè ∂U öèêëîâ ñèñòåìû
(2.26) ñ îòëè÷íûìè îò T > 0 ïåðèîäàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5. Ïóñòü ε0 > 0  òî, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â
òåîðåìå 2.1, òîãäà
d(Qε,WU) = dR2(−Φ
T , U) äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, ε0],
èëè, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå dR2(−Φ
T , U) 6= 1,
d(Qε,WU) 6= 1 äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, ε0]. (2.28)
Ïîëîæèì U−δ = U\Bδ(∂U), U
+
δ = U ∪ Bδ(∂U). Íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ
(A1) ìîæíî çàèêñèðîâàòü òàêîå δ0 > 0, ÷òî ñèñòåìà (2.26) íå èìååò T -
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç ∂U−δ ∪ ∂U
+
δ ïðè âñåõ
δ ∈ (0, δ0]. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ0 > 0 âûáðàíî
äîñòàòî÷íî ìàëûì òàê, ÷òî U−δ0 6= ∅. Ïî òåîðåìå Êàïåòòî-Ìàâåíà-Çàíîëèíà
([50℄, ëåäñòâèå 1) èìååì
d(Q0,WU−
δ
) = dR2(f, U
−
δ ) è d(Q0,WU+δ ) = dR2(f, U
+
δ ), δ ∈ (0, δ0].
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàëîñòü δ0 > 0 äîñòàòî÷íà
äëÿ òîãî, ÷òîáû
dR2(f, U
−
δ ) = dR2(f, U
+
δ ) = dR2(f, U), δ ∈ (0, δ0].
Ïî òåîðåìå Ïóíêàðå (ñì. Ñ. Ëåøåö [23℄, òåîðåìà 11.1 èëè Ì. À. Êðàñíî-
ñåëüñêèé è äð. [8℄, òåîðåìà 2.3) èìååì dR2(f, U) = 1, ïîýòîìó
d(Q0,WU−
δ
) = d(Q0,WU+
δ
) = 1 ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0].
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó δ ∈ (0, δ0] ñîîòâåòñòâóåò εδ > 0 òàêîå, ÷òî
d(Qε,WU−
δ
) = d(Qε,WU+
δ
) = 1, ε ∈ (0, εδ], δ ∈ (0, δ0]. (2.29)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî εδ < ε0 ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0].
Òîãäà èç (2.28) è (2.29) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0] è ε ∈ (0, εδ] ñèñòåìà
(2.27) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ xε,1 ∈WU\WU−
δ
è xε,2(t) ∈ WU+
δ
\WU . Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, èìååì xε,1(0) ∈ U, xε,2(t)(0) 6∈
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U è, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû 2.1, çàêëþ÷àåì, ÷òî xε,1(t) ∈ U,
xε,2(t)(t) 6∈ U ïðè âñåõ t ∈ [0, T ].
Òåîðåìà äîêàçàíà.
2.2.3 Ñëó÷àé äâóìåðíûõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ñåìåéñòâî öèêëîâ
â îòñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x˜ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.26) íàèìåíüøåãî
ïåðèîäà T. Â ýòîì ïîäïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
(C) àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà +1 ñèñòåìû
y˙ = f ′(x˜(t))y (2.30)
ðàâíà 2.
Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà x˜ âëîæåí â ñåìåéñòâî
öèêëîâ ñèñòåìû (2.26). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ⊂ R2 âíóòðåííîñòü öèêëà x˜.
Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóþò ëè âáëèçè ãðàíèöû ìíîæåñòâà U
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.27) ñ ïåðèîäîì T.
Ëåììà 2.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà
u˙ = A(t)u (2.31)
èìååò ìóëüòèïëèêàòîð +1 àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè 2, è u˜  T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû òàêîå, ÷òî
u˜1(0) 6= 0, u˜2(0) = 0 (u˜1(0) = 0, u˜2(0) 6= 0).
Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ û ñèñòåìû (2.31), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
û1(0) = 0, û2(0) 6= 0 (û1(0) 6= 0, û2(0) = 0),
ñïðàâåäëèâà îðìóëà
û(t+ T ) = û(t) +
û1(T )
u˜1(0)
u˜(t)
(
û(t+ T ) = û(t) +
û2(T )
u˜2(0)
u˜(t)
)
, t ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà
u˜1(0) 6= 0, u˜2(0) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X íîðìèðîâàííóþ (X(0) = I) óí-
äàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (2.31). Òàê êàê X(T )
 1
0
 =
 1
0
 , òî
X(T ) =
 1 a
0 b
 . Ïî óñëîâèþ ëåììû àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ +1 ìàòðèöû X(T ) ðàâíà äâóì, çíà÷èò X(T ) =
 1 a
0 1
 , ãäå
a ∈ R  íåêîòîðîå ÷èñëî. Èìååì
X(t+ T )û(0) = X(t)X(T )û(0) = X(t)
 1 a
0 1
 û(0) =
= X(t)û(0) +X(t)
 aû2(0)
0
 =
= X(t)û(0) +
aû2(0)
u˜1(0)
u˜(t).
Â òîæå âðåìÿ
X(T )û(0) =
 1 a
0 1
 û(0) = û(0) +
 aû2(0)
0
 ,
îòêóäà aû2(0) = û1(T ).
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû â ñëó÷àå, êîãäà u˜1(0) = 0, u˜2(0) 6= 0
óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ëåììà äîêàçàíà.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî
˙˜x1(0) 6= 0 è ˙˜x2(0) = 0. (2.32)
Ïóñòü ŷ  ðåøåíèå ñèñòåìû (2.30), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
ŷ1(0) = 0, ŷ2(0) 6= 0. (2.33)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç z˜ è ẑ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû
z˙ = (f ′(x˜(t)))∗z, (2.34)
óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
ẑ(0) =
 1/ ˙˜x1(0)
0

è z˜(0) =
 0
1/ŷ2(0)
 . (2.35)
Â ñèëó ëåììû Ïåððîíà (ñì. [68℄ èëè [11℄, ë. III,  12) èìååì(
˙˜x(t) ŷ(t)
)∗
(ẑ(t) z˜(t)) = I, t ∈ R (2.36)
Ëåììà 2.3 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (C). Òîãäà ðåøåíèå z˜ ÿâëÿåòñÿ T -
ïåðèîäè÷åñêèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ŷ1(T ) = 0, òî â ñèëó ëåììû 2.2 êàæäîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (2.30), à çíà÷èò è ñèñòåìû (2.34), ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì. àñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
ŷ1(T ) 6= 0. (2.37)
Â ñèëó òåîðåìû î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (ñì. [11℄,
ë. III,  23, òåîðåìà 2) ñèñòåìà (2.30) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç z˜. Íà îñíîâàíèè ëåì-
ìû 2.2 èìååì〈
ŷ(T ), ˜˜z(T )〉 = 〈ŷ(0), ˜˜z(T )〉+ ŷ1(T )
˙˜x1(0)
〈
˙˜x(0), ˜˜z(T )〉 =
=
〈
ŷ(0), ˜˜z(0)〉+ ŷ1(T )
˙˜x1(0)
˙˜x1(0)˜˜z1(0).
Íî, â ñèëó ëåììû Ïåððîíà (ñì. [68℄ èëè [11℄, ë. III,  12)
〈
ŷ(T ), ˜˜z(T )〉 =〈
ŷ(0), ˜˜z(0)〉 , ïîýòîìó ˜˜z1(0) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ z˜ è ˜˜z ëèíåéíî
çàâèñèìû.
Ëåììà äîêàçàíà.
Íèæåñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ðàçëîæåíèå ïîëÿ Φs(ξ) ïî ˙˜x è ŷ äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà öèêë x˜ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C).
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Ëåììà 2.4 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (C). Òîãäà äëÿ ëþáûõ s, θ ∈ R èìååò
ìåñòî îðìóëà
Φs(x˜(θ)) =
(
f̂(θ)−
ẑ2(T )
z˜2(0)
f˜(θ, s+ θ)
)
˙˜x(θ) + f˜(θ, 0)ŷ(θ), (2.38)
ãäå
f˜(θ, t) =
T∫
t
〈z˜(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ,
f̂(θ) =
T∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Z˜(t) = (ẑ(t), z˜(t)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(t) óí-
äàìåòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (2.34) òàêóþ, ÷òî Z(0) = I, èìååì Z(t) =
Z˜(t)Z˜−1(0). Ïî ëåììå Ïåððîíà (ñì. [68℄ èëè [11℄, ë. III,  12) Y −1(t) = Z∗(t),
è, ó÷èòûâàÿ ëåììó 2.1,
Φs(x˜(θ)) =
s∫
s−T
(Ω)′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, x˜(θ)))g(τ, x˜(τ + θ), 0)dτ =
= Y (θ)
s+θ∫
s−T+θ
Y −1(τ)g(τ − θ, x˜(τ), 0)dτ =
= (Z˜∗(θ))−1
s+θ∫
s−T+θ
Z˜∗(τ)g(τ − θ, x˜(τ), 0)dτ =
= (x˜(t) y˜(t))

s+θ∫
s−T+θ
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ
f˜(θ)
 .
Íî, èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = τ +T â èíòåãðàëå è ëåììó 2.2, ìîæåì
ïðîâåñòè ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
s+θ∫
s−T+θ
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ =
=
s+θ∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ +
0∫
s−T+θ
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ =
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=s+θ∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ +
T∫
s+θ
〈ẑ(t− T ), g(t− θ, x˜(t), 0)〉dt =
=
s+θ∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ+
+
T∫
s+θ
〈(
ẑ(t)−
ẑ2(T )
z˜2(0)
z˜(t)
)
, g(t− θ, x˜(t), 0)
〉
dt =
=
T∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ−
−
ẑ2(T )
z˜2(0)
T∫
s+θ
〈z˜(t), g(t− θ, x˜(t), 0)〉 dt = f̂(θ)−
ẑ2(T )
z˜2(0)
f˜(θ, s+ θ).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2.4 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.5, â
êîòîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèêë x˜ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.32).
Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1) è (C). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ êàæäîãî θ0 ∈ [0, T ] òàêîãî, ÷òî f˜(θ0, 0) = 0, èìååì∣∣∣f̂(θ0)∣∣∣ > ∣∣∣∣ ẑ2(T )z˜2(0) f˜(θ0, s+ θ0)
∣∣∣∣ ïðè âñåõ s ∈ [0, T ].
Òîãäà ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 âñÿêîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå x ñèñòåìû (2.27) íåîáõîäèìî òàêîâî, ÷òî x(t) 6∈ ∂U ïðè ëþáîì
t ∈ [0, T ] . Áîëåå òîãî, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî
(A2) dR2(−Φ
T , U) 6= 1,
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (2.27) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε è ˜˜xε òàêèõ, ÷òî x˜ε(t) ∈ U, ˜˜xε(t) 6∈ U
äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ], è
ρ (x˜ε(t), ∂U) + ρ
(˜˜xε(t), ∂U)→ 0 ïðè ε→ 0
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ].
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Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïóíêòàõ äàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ òåîðåì ê
êîíêðåòíûì êëàññàì ñèñòåì (2.27).
2.3 Ìîäèèêàöèÿ òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà è íîâûå
ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äó-
èíãà
Ïðèìåð 2.1 Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ Äóèíãà
u¨ + u+ u3 = ε cos((1 + δ)t). (2.39)
Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [10℄, ïðèìåð ñ. 250), ïðè ε = 0 óðàâíåíèå
(2.39) äîïóñêàåò ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïåðèîä êîòîðûõ èçìåíÿ-
åòñÿ ìîíîòîííî îò 2pi äî 0, êîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå ðåøåíèÿ èçìåíÿåòñÿ îò
(0, 0) äî (+∞, 0). Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.6 ìû ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîé "ïî-
ëóîêðåñòíîñòè" ïîðîæäàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èìååòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.39) òîãî æå ïåðèîäà, ÷òî è
ïîðîæäàþùåå.
Ëåììà 2.5 Îáîçíà÷èì ÷åðåç uδ åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïåðè-
îäè÷åñêîå ðåøåíèå íåâîçìóùåííîãî (ïðè ε = 0) óðàâíåíèÿ Äóèíãà (2.39)
ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì
2pi
1+δ . Ñóùåñòâóåò δ0 > 0, ïðè êîòîðîì êàæäîìó
δ ∈ [0, δ0] ñîîòâåòñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî:
1) ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε0] óðàâíåíèå Äóèíãà (2.39) èìååò ïî êðàéíåé ìå-
ðå äâà
2pi
1+δ-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ u˜δ,ε è
˜˜uδ,ε òàêèõ, ÷òî çíà÷åíèÿ óíêöèè(
u˜δ,ε, ˙˜uδ,ε
)
ëåæàò ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè U ⊂ R2, îãðàíè÷åííîé êðèâîé
x˜(t) = (uδ(t), u˙δ(t)) , à çíà÷åíèÿ óíêöèè
(˜˜uδ,ε, ˙˜u˜δ,ε) ëåæàò ñòðîãî ñíàðó-
æè U ;
2) âñÿêîå
2pi
1+δ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u ñèñòåìû (2.39) ïðè ε ∈ (0, ε0]
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òàêîâî, ÷òî êðèâàÿ t → (u(t), u˙(t)) íå èìååò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé
t→ (uδ(t), u˙δ(t)) ;
3) ðåøåíèÿ u˜δ,ε è ˜˜uδ,ε óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
u˜δ,ε(t)→ uδ
(
t− θ˜
)
è
˜˜uδ,ε(t)→ uδ(t− ˜˜θ) ïðè ε→ 0
äëÿ íåêîòîðûõ θ˜,
˜˜
θ ∈
[
0, 2pi1+δ
]
.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.5 íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâîå èç íèõ  ìîäèèêàöèÿ òåîðåìû, äîêàçàííîé Ê. Áîðñó-
êîì â [47℄, ïðåäïîëîæåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè êîòîðîé ðàíåå âûñêàçàë Ñ. Óëàì
(ñì. òàêæå [8℄, òåîðåìà 2.2).
Ëåììà 2.6 Ïóñòü x˜ : [0, T ] → R2, x˜(0) = x˜(T )  æîðäàíîâà êðèâàÿ, îãðà-
íè÷èâàþùàÿ ìíîæåñòâî U ⊂ R2. Ïóñòü F : R2 → R2  íåïðåðûâíîå âåê-
òîðíîå ïîëå òàêîå, ÷òî F (ξ) 6= 0 äëÿ êàæäîãî ξ ∈ ∂U. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò íàïðàâëÿþùàÿ óíêöèÿ z : [0, T ] → R2, z(0) = z(T ) òàêàÿ,
÷òî:
1)
〈
z(θ), ˙˜x(θ)
〉
6= 0 äëÿ êàæäîãî θ ∈ [0, T ],
2) ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ 〈F (x˜(·)), z(·)〉 èìååò ðîâíî äâà íóëÿ θ1, θ2 íà èí-
òåðâàëå [0, T ) è ñòðîãî ìîíîòîííà â ýòèõ òî÷êàõ,
3) sign
〈
F (x˜(θ1)),
 z2(θ1)
−z1(θ1)
〉 =
= −sign
〈
F (x˜(θ2)),
 z2(θ2)
−z1(θ2)
〉 .
Òîãäà ëèáî d(F, U) = 0, ëèáî d(F, U) = 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé x˜ ïîëîæè-
òåëüíà, òî åñòü ìíîæåñòâî U ðàñïîëîæåíî ïî ëåâóþ ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî
íàáëþäàòåëÿ, äâèæóùåãîñÿ ïî ∂U âìåñòå ñ x˜(t), êîãäà t âîçðàñòàåò îò 0 äî
T , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìû ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ˜˜x(θ) = x˜(−θ). Ïóñòü Γ ˙˜x : [0, T ]→ R  íåêîòîðàÿ îäíîçíà÷íàÿ âåòâü óãëîâîé
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óíêöèè, ñâÿçàííîé ñ âåêòîðîì
˙˜x(t), t ∈ [0, T ], (ñì., íàïðèìåð, [8℄, 1.2),
ïðè÷åì òàêàÿ, ÷òî Γ ˙˜x(θ) âîçðàñòàåò, êîãäà âåêòîð
˙˜x(θ) âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè. Íà îñíîâå Γ ˙˜x ñåé÷àñ áóäåò îïðåäåëåíà óãëîâàÿ óíêöèÿ ΓF◦x˜
äëÿ âåêòîð-óíêöèè θ → F (x˜(θ)).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ1, θ2 ∈ (0, T ), â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ìû ìîãëè áû ñäâèíóòü âðåìÿ â óíêöèÿõ x˜ è z. Òàêæå ìîæåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
〈
˙˜x(θ), z(θ)
〉
> 0 äëÿ êàæäîãî θ ∈ [0, T ], èíà÷å ìû ðàñ-
ñìîòðåëè áû z˜(θ) = z(−θ) âìåñòî z(θ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ1, h2 ∈ [0, 2pi) óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè h1 è h2, ïîñ÷èòàííûé â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, òî åñòü ĥ1, h2 + ĥ2, h1 = 2pi. Ïóñòü ind(θi, f) = +1 èëè ind(θi, f) = −1 â
çàâèñèìîñòè îò òîãî âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò f â θi, i = 1, 2. Ââåäåì óíêöèè
∠ : R2 × R2 → [−pi, pi] è H˜θi : [0, T ]→ {−1, 0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì
∠(h1, h2) = arccos
〈h1, h2〉
‖h1‖ · ‖h2‖
sign
(
pi − ĥ1, h2
)
,
H˜θi(θ) =
 0 ïðè θ ∈ [0, θi),ind(θi, f)sign 〈z(θi)⊥, F (x˜(θi))〉 ïðè θ ∈ [θi, T ].
Äëÿ êàæäîãî θ ∈ [0, T ] îïðåäåëèì
ΓF◦x˜(θ) = Γ ˙˜x(θ) + ∠(
˙˜x(θ), z(θ)) + ∠(sign 〈z(θ), F (x˜(θ))〉 z(θ), F (x˜(θ)))+
+ piH˜θ1(θ) + piH˜θ2(θ). (2.40)
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óíêöèÿ ΓF◦x˜ íåïðåðûâíà íà [0, T ] (äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî ïðîâåðèòü ýòî óñëîâèå òîëüêî â òî÷êàõ θ1 è θ2), è ÷òî ΓF◦x˜(θ) âîç-
ðàñòàåò, êîãäà âåêòîð F (x˜(θ)) âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ñëåäîâà-
òåëüíî, ΓF◦x˜(·) ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé óíêöèÿ âåêòîðà F (x˜(θ)) äëÿ θ ∈ [0, T ].
Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà âðàùåíèÿ äâóìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãðàíèöàõ
îäíîñâÿçíûõ ìíîæåñòâ (ñì. [8℄,  1.3, îðìóëà 1.11) èìååì
dR2(F, U) =
1
2pi
[ΓF◦x˜(T )− ΓF◦q(0)]. (2.41)
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Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå î ïîëíîé âàðèàöèè óãëîâîé óíêöèè, ñâÿçàííîé ñ êà-
ñàòåëüíûì âåêòîðîì
˙˜x(θ), íà êðèâîé x˜ (ñì. [8℄, òåîðåìà 2.4) èìååì
1
2pi
[Γ ˙˜x(T )− Γ ˙˜x(0)] = 1
è, òàê êàê âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû â (2.40) T -ïåðèîäè÷íû, (2.41) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî êàê
dR2(F, U) =
1
2
[
ind(θ1, f)sign
〈
z(θ1)
⊥, F (x˜(θ1))
〉
+
+ind(θ2, f)sign
〈
z(θ2)
⊥, F (x˜(θ2))
〉]
. (2.42)
Òàê êàê óíêöèÿ f T -ïåðèîäè÷íà, òî
ind(θ1, f) = −ind(θ2, f). (2.43)
Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé 3) è (2.43) óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç
(2.42).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2.7 àññìîòðèì ñèñòåìó
x˙1 = x2
x˙2 = −x1 + ε(µx
+
1 + νx
−
1 + cos(t)),
(2.44)
ãäå a+ := max{a, 0}, a− := max{−a, 0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ⊂ R2 âíóòðåí-
íîñòü öèêëà x˜ = (sin t, cos t) ñèñòåìû (2.44) ñ ε = 0. Òîãäà, åñëè |µ−ν| 6= 2,
òî ñîîòâåòñòâóþùèé 2pi-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå (2.44) îáîáùåííûé îïå-
ðàòîð óñðåäíåíèÿ Φs íåâûðîæäåí íà ∂U ïðè s ∈ [0, 2pi]. Åñëè æå |µ−ν| < 2,
òî dR2(−Φ
T , U) ∈ {0, 2}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
f̂ = −
2pi∫
0
sin τ
(
µx˜+1 (τ) + νx˜
−
1 (τ) + cos(τ − θ)
)
dτ =
= −µ
pi∫
0
sin τ sin τdτ + ν
2pi∫
pi
sin τ sin τdτ −
2pi∫
0
sin τ cos τdτ cos θ−
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−2pi∫
0
sin τ sin τdτ sin θ = −µ
pi
2
+ ν
pi
2
− pi sin θ,
f˜ =
2pi∫
0
cos τ
(
µx˜+1 (τ) + νx˜
−
1 (τ) + cos(τ − θ)
)
dτ =
= µ
pi∫
0
cos τ sin τdτ − ν
2pi∫
pi
cos τ sin τdτ +
2pi∫
0
cos τ cos τdτ cos θ+
+
2pi∫
0
cos τ sin τdτ sin θ = pi cos θ,
ïîýòîìó
Φs(x˜(θ)) =
pi
2
(−µ+ ν − 2 sin θ)
 cos θ
− sin θ
 + pi cos θ
 sin θ
cos θ
 .
Èç ïîñëåäíåé îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
íåâûðîæäåííîñòè ïîëÿ Φs ÿâëÿåòñÿ |µ − ν| 6= 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî,
÷òî dR2(−Φ
T , U) 6= 0 èñïîëüçóåì ëåììó 2.6 ñ F = −ΦT è íàïðàâëÿþùåé
óíêöèåé z(θ) = (cos θ, sin θ). Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé ýòîé ëåììû,
èìååì 〈
−ΦT (x˜(θ)), z(θ)
〉
= −
pi
2
(−µ+ ν − 2 sin θ) .
Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåììû |µ − ν| < 2, òî θ0 = arcsin
−µ+ ν
2
áóäåò åäèí-
ñòâåííûì êîðíåì óðàâíåíèÿ
〈
−ΦT (x˜(θ)), z(θ)
〉
= 0 íà èíòåðâàëå [−pi/2, pi/2].
Ïîýòîìó íà èíòåðâàëå [0, 2pi) óðàâíåíèå
〈
−ΦT (x˜(θ)), z(θ)
〉
= 0 èìååò ðîâíî
äâà êîðíÿ
θ1 =
 θ1 = θ0, åñëè θ0 ≥ 0,θ1 = θ0 + pi, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
θ2 = θ1 + pi.
Äàëåå, èìååì (〈
−ΦT (x˜(·)), z(·)
〉)′
(θ) = cos θ,
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ïîýòîìó, åñëè
(〈
−ΦT (x˜(·)), z(·)
〉)′
(θi) = 0, òî | − µ + ν| = 2, ïðîòèâîðå-
÷à óñëîâèÿì ëåììû. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 2) ëåììû 2.6 óäîâëåòâîðåíî.
Íàêîíåö, òàê êàê
sign
〈
−Φ(x˜(θi)),
 z2(θi)
−z1(θi)
〉 = −pi cos θi,
òî óñëîâèå 3) ëåììû 2.6 òàêæå âûïîëíåíî.
Ëåììà äîêàçàíà.
Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ãëàâû ëåììà 2.6 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà áîëåå
îáùåãî íåëèíåéíîãî ñëó÷àÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5. Åñëè u  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.39), òî v =
(u, u˙) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
v˙1 = v2
v˙2 = −v1 − v31 + ε cos((1 + δ)t),
(2.45)
îáðàòíî, åñëè v  ðåøåíèå ñèñòåìû (2.45), òî v1  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.39).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u˙δ(0) = 0, òîãäà uδ(0) 6= 0.
Çàìåíîé ïåðåìåííûõ
x(t) =
v(t)
uδ(0)
ïåðåéäåì îò ñèñòåìû (2.45) ê ñèñòåìå
x˙1 = x2
x˙2 = −x1 − (uδ(0))
2x31 + ε
1
uδ(0)
cos((1 + δ)t).
(2.46)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.5 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè δ ∈ (0, δ0] óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5, ñâÿçàííûå
ñ îïåðàòîðîì Φs ñèñòåìû (2.46), âûïîëíåíû ñ x˜(t) =
vδ(t)
uδ(0)
è T = 2pi/(1+ δ).
Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
äëÿ ñèñòåìû
x˙1 = x2
x˙2 = −x1 − (uδ(0))2x31 + ε cos((1 + δ)t).
(2.47)
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Òàê êàê ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.45) èçìå-
íÿåòñÿ ìîíîòîííî îò 2pi äî 0, êîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå ðåøåíèÿ èçìåíÿåòñÿ
îò (0, 0) äî (+∞, 0) (ñì. [10℄, ïðèìåð ñ. 250), òî uδ(0) → 0, êîãäà δ → 0. Íî
äëÿ δ = 0 ñïðàâåäëèâîñòü æåëàåìîãî äëÿ ñèñòåìû (2.47) óòâåðæäåíèÿ ñëå-
äóåò èç ëåììû 2.7, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì
è ïðè ìàëûõ δ > 0.
Ëåììà äîêàçàíà.
2.4 Ñèììåòðè÷íûå è âûðîæäåííûå äâóìåðíûå ñëó÷àè
Â ýòîì ïóíêòå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ óñëîâèÿ òåîðåì 2.5
è 2.6 óïðîùàþòñÿ.
2.4.1 Ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ñèììåòðèè
àññìîòðèì ñèñòåìó
x˙ = f(x) + ε sin(wt)g(x), (2.48)
ãäå ïðè êàæäîì ξ ∈ R2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
f1(ξ) = f1(−ξ1, ξ2), (2.49)
f2(ξ) = −f2(−ξ1, ξ2), (2.50)
f1(ξ) = −f1(ξ1,−ξ2), (2.51)
f2(ξ) = f2(ξ1,−ξ2), (2.52)
(f1)
′
(1)(ξ) = −(f2)
′
(2)(ξ), (2.53)
g(ξ) =
 −g1(ξ1,−ξ2)
g2(ξ1,−ξ2)
 , (2.54)
g(ξ) =
 −g1(−ξ1, ξ2)
g2(−ξ1, ξ2)
 . (2.55)
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x˜  ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.26)
íàèìåíüøåãî ïåðèîäà 2pi/w, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (2.32), (C) (ñì. ïîä-
ïóíêò 2.2.3), è
x˜1(0) = 0, x˜2(0) 6= 0. (2.56)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ⊂ R2 âíóòðåííîñòü öèêëà x˜. Ïóñòü ŷ  ðåøåíèå ëèíåà-
ðèçîâàííîé ñèñòåìû (2.30), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
ŷ(0) =
(
0, 1/ ˙˜x1(0)
)
. (2.57)
Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî
∂U ∩ ((0,+∞)× 0) 6= 0, (2.58)
f1(ξ) > 0, f2(ξ) < 0, ξ ∈ ∂U ∩ ((0,+∞)× (0,+∞)) , (2.59)
g1(ξ) > 0 è g2(ξ) > 0, ξ ∈ ∂U ∩ ((0,+∞)× (0,+∞)) . (2.60)
Ââåäåì ξ˜, ξ̂ ∈ R2 êàê
ξ˜ = 4
pi/(2w)∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉
 cos(wτ)
sin(wτ)
 dτ,
ξ̂ =
2pi/w∫
0
〈 ŷ2(τ)
−ŷ1(τ)
 , g(x˜(τ))〉
 cos(wτ)
sin(wτ)
 dτ.
Òåîðåìà 2.6 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñèñòåìå (2.48).
Òåîðåìà 2.7 Ïóñòü x˜  ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.26)
íàèìåíüøåãî ïåðèîäà 2pi/w, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (A1), (C), (2.32)
è (2.56). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.49)-(2.55), (2.58)-(2.60). Òîãäà, åñëè∣∣∣ξ̂1∣∣∣+ |ŷ1(2pi/w)|˙˜x1(0) ξ˜1 < min
{∣∣∣ξ̂2∣∣∣− |ŷ1(2pi/w)|
4 ˙˜x1(0)
ξ˜2, ξ˜1
}
, (2.61)
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (2.48) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå äâà 2pi/w-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε, ˜˜xε òàêèõ, ÷òî x˜ε(t) ∈ U, ˜˜xε(t) 6∈
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U äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 2pi/w], è
ρ (x˜ε(t), ∂U) + ρ
(˜˜xε(t), ∂U)→ 0 ïðè ε→ 0
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 2pi/w]. Ïðî÷èå 2pi/w-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ x ñèñòå-
ìû (2.48) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x(t) 6∈ ∂U äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, 2pi/w] è
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2.8 àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó y˙1
y˙2
 =
 a(t) d(t)
b(t) −a(t)
 y1
y2
 . (2.62)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a(−t) = −a(t), b(−t) = b(t), d(−t) = d(t) äëÿ ëþáûõ
t ∈ [c1, c2]. Òîãäà, åñëè y  íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.62), òî óíêöèÿ
z(t) = (y2(−t), y1(−t)) óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå [c1, c2] ñîïðÿæåííîé ê
(2.62) ñèñòåìå.
Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 2.8 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé
ðåøåíèÿ z(t) = (y2(−t), y1(−t)) â ñîïðÿæåííóþ ê (2.62) ñèñòåìó.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7. Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (2.49) è (2.50), ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî óíêöèÿ p(t) = (−x˜1(−t), x˜2(−t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû (2.26). Íî èç (2.56) èìååì p(0) = x˜(0), ñëåäîâàòåëüíî,
(−x˜1(−t), x˜2(−t)) = x˜(t) äëÿ ëþáîãî t ∈ R. (2.63)
Ëèíåàðèçóÿ ñèñòåìó (2.48) ïðè ε = 0 íà öèêëå x˜, èìååì ñèñòåìó y˙1
y˙2
 =
 (f1)′(1)(x˜(t)) (f1)′(2)(x˜(t))
(f2)
′
(1)(x˜(t)) (f2)
′
(2)(x˜(t))
 y1
y2
 . (2.64)
Èç óñëîâèÿ (2.53) ñëåäóåò, ÷òî
(f1)
′
(1)(x˜(t)) = −(f2)
′
(2)(x˜(t)), t ∈ R. (2.65)
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Èç (2.49) èìååì −(f1)′(1)(−ξ1, ξ2) = (f1)
′
(1)(ξ1, ξ2), ∈∈ R
2, è, ó÷èòûâàÿ (2.63),
ïîëó÷àåì
(f1)
′
(1)(x˜(t)) = −(f1)
′
(1)(x˜(−t)), t ∈ R. (2.66)
Èç (2.50) èìååì (f2)
′
(1)(ξ1, ξ2) = (f2)
′
(1)(−ξ1, ξ2), ξ ∈ R
2, è, ó÷èòûâàÿ (2.63),
ïîëó÷àåì
(f2)
′
(1)(x˜(−t)) = (f2)
′
(1)(x˜(t)), t ∈ R. (2.67)
Íàêîíåö, èç (2.49) èìååì (f1)
′
(2)(−ξ1, ξ2) = (f1)
′
(2)(ξ1, ξ2), ξ ∈ R
2, è, ó÷èòûâàÿ
(2.63), ïîëó÷àåì
(f1)
′
(2)(x˜(t)) = (f1)
′
(2)(x˜(−t)), t ∈ R. (2.68)
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.8, íà îñíîâàíèè êîòîðîé, ó÷è-
òûâàÿ òàêæå (2.32) è (2.57), çàêëþ÷àåì, ÷òî óíêöèè
ẑ(t) =
 ŷ2(−t)
ŷ1(−t)

è z˜(t) =
 ˙˜x2(−t)
˙˜x1(−t)

(2.69)
óäîâëåòâîðÿþò ñîïðÿæåííîé ê (2.64) ñèñòåìå è, âìåñòå ñ òåì, óñëîâèþ (2.35).
Èç (2.63) äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååì
˙˜x1(−t) = ˙˜x1(t), − ˙˜x2(−t) = ˙˜x2(t).
Ïîêàæåì, ÷òî âìåñòå ñ ŷ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.64) ÿâëÿåòñÿ óíêöèÿ p(t) =
(−ŷ1(−t), ŷ2(−t)). Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.66) è (2.68) èìååì
p˙1(t) = −(f1)
′
(1)(x˜(t))y1(−t) + (f1)
′
(2)(x˜(t))y2(−t),
è èç (2.67), (2.65) è (2.66) çàêëþ÷àåì
p˙2(t) = −(f2)
′
(1)(x˜(t))y1(−t) + (f2)
′
(2)(x˜(t))y2(−t).
Íî èç (2.57) ñëåäóåò, ÷òî p(0) = ŷ(0), ïîýòîìó
(−ŷ1(−t), ŷ2(−t)) = ŷ(t), t ∈ R. (2.70)
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Òàêèì îáðàçîì, óíêöèè ẑ è z˜ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
ẑ(t) =
 ŷ2(t)
−ŷ1(t)

è z˜(t) =
 − ˙˜x2(t)
˙˜x1(t)
 . (2.71)
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå F : R2 → R2, îïðå-
äåëèâ åãî íà ∂U êàê
F (x˜(θ)) = sign
(
ξ̂2
)
cos(wθ)
 ŷ2(θ)
−ŷ1(θ)
− sin(wθ)
 − ˙˜x2(θ)
˙˜x1(θ)
 .
Î÷åâèäíî, ïîëå F íåâûðîæäåííî íà ∂U, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíå-
íû óñëîâèÿ ëåììû 2.6 ñ íàïðàâëÿþùåé óíêöèåé z(t) := ˙˜x(t). Âî-ïåðâûõ,
çàìåòèì, ÷òî〈 ˙˜x1(θ)
˙˜x2(θ)
 ,
 ŷ2(θ)
−ŷ1(θ)
〉 = det
∥∥∥∥∥∥
 ˙˜x1(θ) ŷ1(θ)
˙˜x2(θ) ŷ2(θ)
∥∥∥∥∥∥ . (2.72)
Ïîýòîìó óíêöèÿ 〈F (x˜(·)), z(·)〉 èç óñëîâèÿ 2 ëåììû 2.6 èìååò âèä
〈
F (x˜(θ)), ˙˜x(θ)
〉
= sign
(
ξ̂2
)
cos(wθ)det
∥∥∥∥∥∥
 ˙˜x1(θ) ŷ1(θ)
˙˜x2(θ) ŷ2(θ)
∥∥∥∥∥∥ ,
ïîëüçóÿñü êîòîðûì ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòà óíêöèÿ äîïóñêàåò ðîâíî äâà
íóëÿ θ1 = pi/(2w) è θ2 = 3pi/w íà èíòåðâàëå [0, 2pi/w) è ñòðîãî ìîíîòîííà â
óêàçàííûõ òî÷êàõ. Â òîæå âðåìÿ〈
F (x˜(θi)),
 ˙˜x2(θi)
− ˙˜x1(θi)
〉 = sin(wθi) ∥∥∥ ˙˜x(θi)∥∥∥
è, çíà÷èò,
sign
〈
F (x˜(pi/(2w))),
 ˙˜x2(pi/(2w))
− ˙˜x1(pi/(2w))
〉 =
= −sign
〈
F (x˜(3pi/w)),
 ˙˜x2(3pi/w)
− ˙˜x1(3pi/w)
〉 .
Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ëåììû 2.6 óäîâëåòâîðåíû è, ñëåäîâàòåëüíî,
dR2(F, U) ∈ {0, 2}.
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Óñëîâèå (C) è ëåììà 2.4 ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ îáîáùåííîãî îïå-
ðàòîðà óñðåäíåíèÿ Φs, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèñòåìå (2.48), ñïðàâåäëèâà îð-
ìóëà (2.38). Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû ãàðàíòèðóþò
〈Φs(x˜(θ)), F (x˜(θ))〉 6= 0, s, θ ∈ [0, 2pi/w]. (2.73)
Èç (2.72) ñëåäóåò,÷òî〈
˙˜x(θ),
 ŷ2(θ)
−ŷ1(θ)
〉 = 1, θ ∈ [0, 2pi/w],
îòêóäà èìååì òàêæå〈
ŷ(θ),
 − ˙˜x2(θ)
˙˜x1(θ)
〉 = 1, θ ∈ [0, 2pi/w].
Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ îðìóëó (2.38), ìîæåì çàïèñàòü
〈Φs(x˜(θ)), F (x˜(θ))〉 =
=
 2pi/w∫
0
〈 ŷ2(τ)
−ŷ1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 sin(wτ − wθ)dτ+
+
ŷ1(2pi/w)
˙˜x1(0)
2pi/w∫
s+θ
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 sin(wτ − wθ)dτ
 ·
·sign
(
ξ̂2
)
cos(wτ)−
−
 2pi/w∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 sin(wτ − wθ)dτ
 ·
· sin(wτ).
Ïîêàæåì, ÷òî
2pi/w∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉
 cos(wτ)
sin(wτ)
 dτ =
 ξ˜1
0
 . (2.74)
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Èç (2.55) è (2.63) äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååì
˙˜x1(pi/w − t) = ˙˜x1(pi/w + t),
g1 (x˜(pi/w − t)) = −g1 (x˜(pi/w + t)) ,
˙˜x2(pi/w − t) = − ˙˜x2(pi/w + t),
g2 (x˜(pi/w − t)) = g2 (x˜(pi/w + t)) .
(2.75)
Â òîæå âðåìÿ, cos(pi − wt) = cos(pi + wt) è sin(pi − wt) = − sin(pi + wt),
ïîýòîìó ïðè âñåõ t ∈ R
˙˜x2(pi/w − t) sin(pi − wt)g1(x˜(pi/w − t)) =
= − ˙˜x2(pi/w + t) sin(pi + wt)g1(x˜(pi/w + t)),
˙˜x1(pi/w − t) sin(pi − wt)g2(x˜(pi/w − t)) =
= − ˙˜x1(pi/w + t) sin(pi + wt)g2(x˜(pi/w + t)),
(2.76)
è
2pi/w∫
0
˙˜x2(τ) sin(wτ)g1(x˜(τ))dτ =
2pi/w∫
0
˙˜x1(τ) sin(wτ)g2(x˜(τ))dτ = 0. (2.77)
Àíàëîãè÷íî ïðè âñåõ t ∈ R
˙˜x2(pi/w − t) cos(pi − wt)g1(x˜(pi/w − t)) =
= ˙˜x2(pi/w + t) cos(pi + wt)g1(x˜(pi/w + t)),
˙˜x1(pi/w − t) cos(pi − wt)g2(x˜(pi/w − t)) =
= ˙˜x1(pi/w + t) cos(pi + wt)g2(x˜(pi/w + t)),
(2.78)
è
2pi/w∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 cos(wτ)dτ =
= 2
pi/w∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 cos(wτ)dτ. (2.79)
Äàëåå, ïî óñëîâèþ (2.58) òåîðåìû ñóùåñòâóåò t∗ > 0 òàêîå, ÷òî x˜2(t∗) = 0,
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x˜2(t) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, t∗). (2.80)
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Èç (2.63) ñëåäóåò, ÷òî t∗ ∈ [0, pi/w]. Ïîëüçóÿñü (2.51) è (2.52), ëåãêî óñòàíî-
âèòü, ÷òî ñèñòåìå (2.26) óäîâëåòâîðÿåò óíêöèÿ p(t) = (x˜1(t∗−t),−x˜2(t∗−t)).
Â òîæå âðåìÿ, â ñèëó àâòîíîìíîñòè ñèñòåìå (2.26) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è
óíêöèÿ q(t) = (x˜1(t∗ + t), x˜2(t∗ + t)). Íî p(0) = q(0), çíà÷èò
(x˜1(t∗ − t),−x˜2(t∗ − t)) = (x˜1(t∗ + t), x˜2(t∗ + t)), t ∈ R (2.81)
è, â ÷àñòíîñòè, (0,−x˜2(0)) = (x˜1(2t∗), x˜2(2t∗)). Èç 0 = x˜1(2t∗), íà îñíîâàíèè
(2.63), ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 4t∗ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì x˜. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
−x˜2(0) = x˜2(2t∗) èìååì, ÷òî t∗ 6= pi/w è, ñëåäîâàòåëüíî, 4t∗ ∈ [0, 4pi/w). Íî
íà èíòåðâàëå [0, 4pi/w) åñòü òîëüêî îäíî ÷èñëî 2pi/w, ÿâëÿþùååñÿ ïåðèîäîì
x˜, ïîýòîìó 4t∗ = 2pi/w è t∗ = pi/(2w). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0,R]
ðàâåíñòâî (2.81) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì(
x˜1
( pi
2w
− t
)
,−x˜2
( pi
2w
− t
))
=
(
x˜1
( pi
2w
+ t
)
, x˜2
( pi
2w
+ t
))
,
îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (2.54), äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååì
˙˜x1(pi/(2w)− t) = − ˙˜x1(pi/(2w) + t),
g1 (x˜(pi/(2w)− t)) = −g1 (x˜(pi/(2w) + t)) ,
˙˜x2(pi/(2w)− t) = ˙˜x2(pi/(2w) + t),
g2 (x˜(pi/(2w)− t)) = g2 (x˜(pi/(2w) + t)) .
(2.82)
Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè ñîîòíîøåíèÿìè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin(pi/2 − wt) =
sin(pi/2 + wt), ïðè âñåõ t ∈ R èìååì
˙˜x2(pi/w − t) sin(pi/2− wt)g1(x˜(pi/w − t)) =
= − ˙˜x2(pi/w + t) sin(pi/2 + wt)g1(x˜(pi/w + t)),
˙˜x1(pi/w − t) sin(pi/2− wt)g2(x˜(pi/w − t)) =
= − ˙˜x1(pi/w + t) sin(pi/2 + wt)g2(x˜(pi/w + t)).
(2.83)
Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos(pi/2−wt) = − cos(pi/2 +wt), ïðè âñåõ t ∈ R
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èìååì
˙˜x2(pi/w − t) cos(pi/2− wt)g1(x˜(pi/w − t)) =
= ˙˜x2(pi/w + t) cos(pi/2 + wt)g1(x˜(pi/w + t)),
˙˜x1(pi/w − t) cos(pi/2− wt)g2(x˜(pi/w − t)) =
= ˙˜x1(pi/w + t) cos(pi/2 + wt)g2(x˜(pi/w + t)).
(2.84)
Èç (2.84) ñëåäóåò, ÷òî
pi/w∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 cos(wτ)dτ =
= 2
pi/(2w)∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 cos(wτ)dτ. (2.85)
àâåíñòâà (2.77), (2.79) è (2.85) îçíà÷àþò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.74) âûïîëíåíî
è, ââîäÿ F : R→ R2 êàê
F(t) =
2pi/w∫
t
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉
 cos(wτ)
sin(wτ)
 dτ, (2.86)
ìîæåì ïåðåïèñàòü 〈Φs(x˜(θ)), F (x˜(θ))〉 â âèäå
〈Φs(x˜(θ)), F (x˜(θ))〉 =
=
〈ξ̂,
 − sin(wθ)
cos(wθ)
〉+ ŷ1(2pi/w)
˙˜x1(0)
〈
F(s+ θ),
 − sin(wθ)
cos(wθ)
〉 ·
·sign
(
ξ̂2
)
cos(wθ)−
−
〈 ξ˜1
0
 ,
 − sin(wθ)
cos(wθ)
〉 sin(wθ) =
=
((
−ξ̂1 −
ŷ1(2pi/w)
˙˜x1(0)
F1(s+ θ)
)
sin(wθ)sign
(
ξ̂2
)
cos(wθ)+
+
(
ξ̂2sign
(
ξ̂2
)
+
ŷ1(2pi/w)
˙˜x1(0)
F2(s+ θ)sign
(
ξ̂2
))
cos2(wθ)+
+ξ˜1 sin
2(wθ)
)
.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æåëàåìîãî àêòà (2.73) äîñòàòî÷íî óñòà-
íîâèòü, ÷òî
min
s,θ∈[0,2pi/w]
∣∣∣∣∣
(∣∣∣ξ̂2∣∣∣+ ŷ1(2pi/w)˙˜x1(0) F2(s+ θ)sign
(
ξ̂2
))
cos2(wθ)+
+ξ˜1 sin
2(wθ)
∣∣∣ >
> max
s,θ∈[0,2pi/w]
∣∣∣∣∣
(
ξ̂1 +
ŷ1(2pi/w)
˙˜x1(0)
F1(s+ θ)
)
sin(wθ) cos(wθ)
∣∣∣∣∣ . (2.87)
Èç óñëîâèé (2.59) è (2.80) ñëåäóåò, ÷òî
˙˜x1(t) > 0 ïðè t ∈ [0, pi/(2w)). (2.88)
Èç ïîñëåäíåãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ x˜1 ñòðîãî âîçðàñòàåò íà
èíòåðâàëå [0, pi/(2w)), ïîýòîìó
x˜1(t) > 0 ïðè t ∈ (0, pi/(2w)]. (2.89)
Ïîñêîëüêó èìååì (2.60), òî îöåíêè (2.80) è (2.89) âëåêóò
g1(x˜(t)) > 0 è g2(x˜(t)) > 0 ïðè t ∈ (0, pi/(2w)). (2.90)
Íàêîíåö, èç (2.59) è (2.89) èìååì
˙˜x2(t) < 0 ïðè t ∈ (0, pi/(2w)]. (2.91)
Îöåíêè (2.90) è (2.91) ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî
ξ˜1 > 0. (2.92)
Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.76), è ó÷èòûâàÿ 2pi/w-ïåðèîäè÷íîñòü ïîäèíòåãðàëü-
íûõ óíêöèé â (2.86), ïîëó÷àåì
max
t∈[0,4pi/w]
|F2(t)| = max
t∈[2pi/w,3pi/w]
|F2(t)| .
Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (2.83)
max
t∈[2pi/w,3pi/w]
|F2(t)| = max
t∈[4pi/(2w),5pi/(2w)]
|F2(t)| .
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Íî èç (2.88), (2.90) è (2.91) ñëåäóåò, ÷òî óíêöèè τ → − ˙˜x2(τ) sin(wτ)g1(x˜(τ))
è τ → ˙˜x1(τ) sin(wτ)g2(x˜(τ)) íåîòðèöàòåëüíû íà [0, pi/(2w)]. Ïîýòîìó
max
t∈[0,4pi/w]
|F2(t)| = |F2(5pi/(2w))| =
=
5pi/(2w)∫
4pi/(2w)
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 sin(wτ)dτ
è, ñóììèðóÿ (2.76) è (2.83), ïîëó÷àåì
max
t∈[0,4pi/w]
|F2(t)| = ξ˜2/4. (2.93)
Èç óñëîâèÿ (2.61) òåîðåìû è (2.93) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣ξ̂2∣∣∣ > max
s,θ∈[0,2pi/w]
∣∣∣∣∣ ŷ1(2pi/w)˙˜x1(0) F2(s+ θ)
∣∣∣∣∣ .
Ïîýòîìó èìååì
min
s,θ∈[0,2pi/w]
∣∣∣∣∣
(∣∣∣ξ̂2∣∣∣− ŷ1(2pi/w)˙˜x1(0) F2(s+ θ)sign
(
ξ̂2
))
cos2(wθ)+
+ξ˜1 sin
2(wθ)
∣∣∣ ≥
≥ min
{
min
s,θ∈[0,2pi/w]
(∣∣∣ξ̂2∣∣∣+ ŷ1(2pi/w)˙˜x1(0) F2(s+ θ)sign
(
ξ̂2
))
, ξ˜1
}
·
·
(
cos2(wθ) + sin2(wθ)
)
≥
≥ min
{
min
s,θ∈[0,2pi/w]
(∣∣∣ξ̂2∣∣∣− |ŷ1(2pi/w)|˙˜x1(0) |F2(s+ θ)|
)
, ξ˜1
}
=
= min
{∣∣∣ξ̂2∣∣∣− |ŷ1(2pi/w)|˙˜x1(0) maxs,θ∈[0,2pi/w] |F2(s+ θ)| , ξ˜1
}
Ïîäñòàâëÿÿ (2.93) â ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2.61), èìå-
åì
min
s,θ∈[0,2pi/w]
∣∣∣∣∣
(∣∣∣ξ̂2∣∣∣+ ŷ1(2pi/w)˙˜x1(0) F2(s+ θ)sign
(
ξ̂2
))
cos2(wθ)+
+ξ˜1 sin
2(wθ)
∣∣∣ > ∣∣∣ξ̂1∣∣∣+ |ŷ1(2pi/w)|˙˜x1(0) ξ˜1.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (2.87) îñòàåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî
max
s,θ∈[0,2pi/w]
∣∣∣∣∣
(
ξ̂1 +
ŷ1(2pi/w)
˙˜x1(0)
F1(s+ θ)
)
sin(wθ) cos(wθ)
∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣ξ̂1∣∣∣+ |ŷ1(2pi/w)|˙˜x1(0) ξ˜1,
äëÿ ÷åãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
max
s,θ∈[0,2pi/w]
|F1(s+ θ)| = 2ξ˜1. (2.94)
Äåéñòâèòåëüíî, îöåíêè (2.88), (2.90) è (2.91) âëåêóò〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 cos(wτ)dτ ≥ 0, τ ∈ [0, pi/(2w)]. (2.95)
Äàëåå, íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ (2.84) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé τ, ïðè êîòîðûõ
íåðàâåíñòâî (2.95) âåðíî, ìîæåì ðàñøèðèòü  [0, pi/(2w)] äî [0, pi/w] è çàòåì,
íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ (2.78) ñ [0, pi/w] äî [0, 2pi/w]. Íàêîíåö, â ñèëó 2pi/w-
ïåðèîäè÷íîñòè ïî τ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.95) çàêëþ÷àåì, ÷òî îíî âåðíî
ïðè âñåõ τ ∈ R. Ïîëó÷åííîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
max
s,θ∈[0,2pi/w]
|F1(s+ θ)| = 2F1(0),
òî åñòü èìååì (2.94) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2.87)
óñòàíîâëåíà. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà îçíà-
÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî (2.73). Ïîýòîìó ïðè ëþáîì s ∈ [0, 2pi/w] îïåðàòîð Φs
íåâûðîæäåí íà ∂U, è
dR2(−Φ
s, U) = dR2(Φ
s, U) = dR2(F, U) ∈ {0, 2}.
Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5, ïðèìåíÿÿ êîòîðóþ
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 2.1 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.7 ÷èñëî ξ˜1 ïîëîæèòåëüíî (ñì. îð-
ìóëó 2.92 äîêàçàòåëüñòâà).
Çàìå÷àíèå 2.2 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.7 óíêöèÿ f˜(·, 0) èìååò âèä
f˜(θ, 0) =
T∫
0
∥∥∥( ˙˜x(τ), sin(w(τ − θ))g(x˜(τ)))∥∥∥ dτ, θ ∈ [0, T ]
(ñì. îðìóëó 2.71 äîêàçàòåëüñòâà), òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ñóáãàðìîíè÷åñêîé
ïîðÿäêà 1/1 óíêöèåé Ìåëüíèêîâà M1/1 ñèñòåìû (2.1) (ñì. [31℄, îðìóëà
äëÿ A0(v), . 42 èëè Äæ. óêåíõåéìåð è Ô. Õîëìñ [10℄, îðìóëà 4.6.2). Â
÷àñòíîñòè, M1/1 èìååò ðîâíî äâà ïðîñòûõ íóëÿ íà èíòåðâàëå [0, 2pi/w).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.7 óíêöèÿ M1/1 èìå-
åò ðîâíî äâà ïðîñòûõ íóëÿ íà [0, 2pi/w), äîñòàòî÷íî îáðàòèòüñÿ ê îðìó-
ëå (2.74) äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî M1/1(θ) =
−ξ˜1 sin(wθ).
Ïðèìåð 2.2 Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû òåîðåìû 2.7 ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
ìîäèèöèðîâàííóþ ñèñòåìó ðèíñïàíà-Õîëìñà (ñì. [53℄)
x˙1 = x2(1− δ(x21 + x
2
2))
x˙2 = −x1(1− δ(x
2
1 + x
2
2)) + ε sin((1− δ)t),
(2.96)
íà ïðèìåðå êîòîðîé âûÿñíåíèå ñìûñëà óñëîâèé (2.61) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå íàãëÿäíûì.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè δ ∈ (0, 1) ñèñòåìà (2.96) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì (2.49)-(2.55), (2.58)-(2.60), è ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà
x˙1 = x2(1− δ(x
2
1 + x
2
2)),
x˙2 = −x1(1− δ(x21 + x
2
2))
(2.97)
äîïóñêàåò ñåìåéñòâî öèêëîâ
x(t) =
 α sin((1− δα2)t)
α cos((1− δα2)t)
 , α > 0.
93
àññìîòðèì çàäà÷ó î âîçìóùåíèè öèêëà
x˜(t) =
 sin((1− δ)t)
cos((1− δ)t)

(2.98)
ïåðèîäà 2pi/(1−δ), ñîâïàäàþùåãî ñ ïåðèîäîì âîçìóùåíèÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî öèêë x˜ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (A1), (C), (2.32) è (2.56). Ëèíåàðèçîâàí-
íàÿ íà x˜ ñèñòåìà (2.97) èìååò âèä y˙1
y˙2
 =
=
 −2δ sin((1− δ)t) cos((1− δ)t) 1− δ − 2δ cos2((1− δ)t)
−1 + δ + 2δ sin2((1− δ)t) 2δ sin((1− δ)t) cos((1− δ)t)
 ◦
◦
 y1
y2
 ,
è êðîìå 2pi/(1− δ)-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
˙˜x(t) = (1− δ)
 cos((1− δ)t)
− sin((1− δ)t)
 ,
óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
˙˜x(0) = (1− δ, 0), äîïóñêàåò ñëåäóþ-
ùåå ðåøåíèå
ŷ(t) =
1
1− δ
 −2δt cos((1− δ)t) + sin((1− δ)t)
2δt sin((1− δ)t) + cos((1− δ)t)
 ,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ŷ(0) = (0, 1/(1−δ)).Ïîñëå íåêîòîðûõ
ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ξ˜ è ξ̂ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
ξ˜ =
 4/3
4/3
 , ξ˜ =

2δpi2
(1− δ)3
−
pi
(1− δ)3
 ,
íà îñíîâàíèè êîòîðûõ óñëîâèå (2.61) òåîðåìû 2.7 äëÿ ñèñòåìû (2.96) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå
2δpi2
(1− δ)3
+
16δpi2
3(1− δ)2
< min
{
pi
(1− δ)3
−
4δpi
3(1− δ)3
,
4
3
}
.
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Íåòðóäíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò âñå δ > 0,
ïðè êîòîðûõ
2(1− δ)3 − (3pi2 + 8pi)δ > 0. (2.99)
Òî÷íîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (2.99) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè èç-
âåñòíûõ îðìóë Êàðäàíî äëÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè (ñì. [34℄,
ë. III,  3.2). Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìû îãðàíè÷èìñÿ çàêëþ÷åíèåì î òîì,
÷òî íåðàâåíñòâó (2.99) óäîâëåòâîðÿåò îòðåçîê [0, 1/40], ïðîâåðÿåìûì íåïî-
ñðåäñòâåííîé ïîñòàíîâêîé ÷èñåë δ = 0 è δ = 1/40 â äàííîå íåðàâåíñòâî. Â
ëþáîì ñëó÷àå, èç íåðàâåíñòâà (2.99) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (2.61) òåîðåìû 2.7
ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíèåì íà íåëèíåéíîñòü ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.97).
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2.7 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ ñèñòåìû (2.96) ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå, áîëåå ñèëüíîå, ÷åì óòâåðæäåíèå ëåììû 2.5 î 2pi/(1− δ)-
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Äóèíãà.
Ïðåäëîæåíèå 2.1 Ïóñòü δ ∈ (0, 1/40]. Ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî:
1) ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] âîçìóùåííîå óðàâíåíèå (2.96) èìååò ïî êðàé-
íåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ
2pi
1+δ-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,
˜˜xε òàêèõ, ÷òî çíà-
÷åíèÿ óíêöèè x˜ε ëåæàò ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, à çíà÷åíèÿ
óíêöèè
˜˜xε ëåæàò ñòðîãî ñíàðóæè åäèíè÷íîãî êðóãà;
2) âñÿêîå
2pi
1+δ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x ñèñòåìû (2.96) ñ ε ∈ (0, ε0] òà-
êîâî, ÷òî ‖x(t)‖ 6= 1 ïðè ëþáîì t ∈
[
0, 2pi
1+δ
]
;
3) ðåøåíèÿ x˜ε è ˜˜xε óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
x˜ε(t)→
(
sin
(
(1− δ)
(
t− θ˜
))
, cos
(
(1− δ)
(
t− θ˜
)))
è
˜˜xε(t) → (sin((1− δ)(t− ˜˜θ)) , cos((1− δ)(t− ˜˜θ))) ïðè ε → 0 äëÿ
íåêîòîðûõ θ˜,
˜˜
θ ∈
[
0, 2pi1+δ
]
.
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2.4.2 Ñëó÷àé, êîãäà ïîðîæäàþùèé öèêë ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì
Â ýòîì ïîäïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî {x(·, α)}α>0  ñåìåéñòâî öèêëîâ
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.26) òàêèõ, ÷òî
x(0, α) = (0, α), (2.100)
è âåêòîðû x(0, α) è x′(1)(0, α)(0) ëèíåéíî-íåçàâèñèìû äëÿ âñåõ α > 0, òî åñòü
x(0, α) ∦ x′(1)(0, α)(0), α > 0. (2.101)
×åðåç T (α) îáîçíà÷àåòñÿ íàèìåíüøèé ïåðèîä öèêëà x(·, α).
Îïðåäåëåíèå 2.2 Öèêë x(·, α0) ñåìåéñòâà {x(·, α)}α>0, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèÿì (2.100)-(2.101), áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûì, åñëè
T ′(α0) = 0.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè öèêë x(·, α0) ÿâëÿåòñÿ âûðîæ-
äåííûì, òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2.5 çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Çàòåì ýòî íà-
áëþäåíèå îáîñíîâûâàåòñÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå óïðîùåíèÿ òåîðåì 2.5 è 2.6
îðìóëèðóþòñÿ äëÿ îáùåãî âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ.
Ïðèìåð 2.3 àññìîòðèì ñèñòåìó
x˙1 = x2
((√
x21 + x
2
2 − 1
)2
+ 1
)
x˙2 = −x1
((√
x21 + x
2
2 − 1
)2
+ 1
)
+
+ε(µx+1 + νx
−
1 + cos((1 + δ)t)).
(2.102)
Ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà
x˙1 = x2
((√
x21 + x
2
2 − 1
)2
+ 1
)
x˙2 = −x1
((√
x21 + x
2
2 − 1
)2
+ 1
)
(2.103)
äîïóñêàåò ñåìåéñòâî öèêëîâ
x(t, α) = α
 sin (((α− 1)2 + 1) t)
cos
((
(α− 1)2 + 1
)
t
)

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ïåðèîäà
T (α) =
2pi
(α− 1)2 + 1
.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì
T ′(1) = 0
è, çíà÷èò, öèêë x˜(t) = x(t, 1) = (sin t, cos t) ñèñòåìû (2.103) ÿâëÿåòñÿ âûðîæ-
äåííûì. Îêàçûâàåòñÿ, ëèíåàðèçîâàííàÿ íà öèêëå x˜ ñèñòåìà (2.103) èìååò
âèä  y˙1
y˙2
 =
 0 1
−1 0
 y1
y2

è, çíà÷èò, ðåøåíèå ŷ, ó÷àñòâóþùåå â îðìóëå äëÿ îáîáùåííîãî îïåðàòîðà
óñðåäíåíèÿ Φs ñèñòåìû (2.102), äàåòñÿ îðìóëîé
ŷ(t) =
 sin(t)
cos(t)
 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Φs äëÿ ñèñòåìû (2.102) ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì
Φs äëÿ êîñèíóñîèäàëüíî âîçìóùåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.44), ðàññìîòðåí-
íîé â ëåììå 2.7. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Ïðåäëîæåíèå 2.2 Ïóñòü |µ − ν| < 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå,
÷òî:
1) ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] ñèñòåìà (2.102) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà
2pi-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε, ˜˜xε òàêèõ, ÷òî çíà÷åíèÿ óíêöèè x˜ε ëåæàò
ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì â íóëå, à çíà÷åíèÿ óíêöèè
˜˜x
ëåæàò ñòðîãî ñíàðóæè ýòîãî êðóãà;
2) âñÿêîå 2pi-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x ñèñòåìû (2.102) ñ ε ∈ (0, ε0] òà-
êîâî, ÷òî ‖x(t)‖ 6= 1 ïðè ëþáîì t ∈ [0, 2pi] ;
3) ðåøåíèÿ x˜ε è ˜˜xε óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
x˜ε(t)→
(
sin
(
t− θ˜
)
, cos
(
t− θ˜
))
è
˜˜xε(t)→ (sin(t− ˜˜θ) , cos(t− ˜˜θ)) ïðè ε→ 0 äëÿ íåêîòîðûõ θ˜, ˜˜θ ∈ [0, 2pi] .
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Â îáùåì æå âûðîæäåííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2.9 Åñëè öèêë x(·, α0) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òî êàæäîå ðå-
øåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (2.30) ñ x˜ := x(·, α0) ÿâëÿåòñÿ T (α0)-
ïåðèîäè÷åñêèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.26)
íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà, òî (ñì., íàïðèìåð, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí [42℄,
ë. 4,  24) óíêöèÿ (t, α) → x(t, α) íåïðåðûâíî äèåðåí-öèðóåìà ïî ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Â ïðåäåëàõ äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà ÷åðåç x′t è x
′
α
îáîçíà÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå óíêöèè x ïî ïåðâîé è âòîðîé ïåðåìåííûì ñî-
îòâåòñòâåííî. Äèåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî
x′t = f(x(t, α))
ïî α, ïîëó÷àåì
x′t
′
α = f
′(x(t, α))x′α,
ñëåäîâàòåëüíî, ŷ = x′α(·, α0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû
(2.30)  x˜ = x(·, α0). Èìååì
ŷ(T (α0))− ŷ(0) = lim
∆→0
x(T (α0), α0 +∆)− x(T (α0), α0)
∆
−
− lim
∆→0
x(0, α0 +∆)− x(0, α0)
∆
=
= lim
∆→0
x(T (α0), α0 +∆)− x(0, α0 +∆)
∆
+
+
−x(T (α0), α0) + x(0, α0)
∆
=
= lim
∆→0
x(T (α0), α0 +∆)− x(0, α0 +∆)
∆
=
= (x(T (·), α0))
′ (α0) = x
′
t(T (α0), α0)T
′(α0) = 0,
òî åñòü ŷ  T (α0)-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.30). Íî
ŷ(0) = lim
∆→0
x(0, α0 +∆)− x(0, α0)
∆
= lim
∆→0
 0
1
 =
 0
1
 ,
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ñëåäîâàòåëüíî, ŷ è x′t(·, α0)  äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ T (α0)-ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé (äâóìåðíîé) ñèñòåìû (2.30).
Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû 2.9 ñëåäóåò, ÷òî åñëè öèêë x˜ = x(·, α0) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì,
òî îðìóëà (2.38) äëÿ îïåðàòîðà Φs ïðèíèìàåò çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé
âèä:
Φs(x˜(θ)) = f̂(θ) ˙˜x(θ) + f˜(θ, 0)ŷ(θ) äëÿ ëþáûõ s, θ ∈ R, (2.104)
ãäå
f˜(θ, 0) =
T∫
0
〈z˜(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ,
f̂(θ) =
T∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0)〉dτ.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåì 2.6 è 2.7 äëÿ
ñëó÷àÿ âûðîæäåííûõ öèêëîâ.
Ñëåäñòâèå 2.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1) è (C). Ïóñòü T -
ïåðèîäè÷åñêèé öèêë x˜ = x(·, α0) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ êàæäîãî θ0 ∈ [0, T˜ ] òàêîãî, ÷òî f˜(θ0, 0) = 0, èìååì
f̂(θ0) 6= 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] âñÿêîå T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x ñèñòåìû (2.27) òàêîâî, ÷òî x(t) 6∈ ∂U ïðè ëþáîì
t ∈ [0, T ] , ãäå U ⊂ R2  âíóòðåííîñòü öèêëà x˜. Áîëåå òîãî, åñëè èçâåñòíî,
÷òî
dR2(−Φ
T , U) 6= 1,
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (2.27) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε è ˜˜xε òàêèõ, ÷òî x˜ε(t) ∈ U, ˜˜xε(t) 6∈ U
äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ], è
ρ (x˜ε(t), ∂U) + ρ
(˜˜xε(t), ∂U)→ 0 ïðè ε→ 0
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ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ].
Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî ξ˜1 ∈ R è âåêòîð ξ̂ ∈ R2 â òåîðåìå 2.7 ââåäåíû êàê
ξ˜1 = 4
pi/(2w)∫
0
〈 − ˙˜x2(τ)
˙˜x1(τ)
 , g(x˜(τ))〉 cos(wτ)dτ,
ξ̂ =
2pi/w∫
0
〈 ŷ2(τ)
−ŷ1(τ)
 , g(x˜(τ))〉
 cos(wτ)
sin(wτ)
 dτ.
Ñëåäñòâèå 2.2 Ïóñòü x˜ = x(·, α0)  âûðîæäåííûé ïåðèîäè÷åñêèé öèêë ïî-
ðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.26) íàèìåíüøåãî ïåðèîäà 2pi/w, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì (A1), (C), (2.32) è (2.56). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñèììåòðèè
(2.49)-(2.55), (2.58)-(2.60). Òîãäà, åñëè∣∣∣ξ̂1∣∣∣ < min{∣∣∣ξ̂2∣∣∣ , ∣∣∣ξ˜1∣∣∣} , (2.105)
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèíóñîèäàëüíî âîçìóùåííàÿ ñèñòå-
ìà (2.48) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà 2pi/w-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε, ˜˜xε
òàêèõ, ÷òî x˜ε(t) ∈ U, ˜˜xε(t) 6∈ U äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 2pi/w], è
ρ (x˜ε(t), ∂U) + ρ
(˜˜xε(t), ∂U)→ 0 ïðè ε→ 0
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 2pi/w]. Ïðî÷èå 2pi/w-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ x ñèñòå-
ìû (2.48) ïðè ε ∈ (0, ε0] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x(t) 6∈ ∂U äëÿ ëþáîãî
t ∈ [0, 2pi/w] .
2.5 Ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùè-
ìèñÿ â ëèòåðàòóðå
Â ñèëó ëåììû 2.1 äëÿ îáîáùåííîãî îïåðàòîðà ñäâèãà Φs ñèñòåìû (2.1) ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå
η(T, s, ξ)− η(0, s, ξ) =
s∫
s−T
Ω′ξ(0, τ,Ω(τ, 0, ξ))g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ =
100
=s∫
s−T
Y −1(τ, ξ)g(τ,Ω(τ, 0, ξ), 0)dτ, (2.106)
ãäå Y (t, ξ)  íîðìèðîâàííàÿ (Y (0, ξ) = I) óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòå-
ìû y˙ = f ′(2)(t,Ω(t, 0, ξ))y. Èç (2.106) ñëåäóåò, ÷òî ïðè f = 0 îïåðàòîð Φ
s
èìååò âèä
Φs(ξ) =
T∫
0
g(τ, ξ, 0)dτ,
òî åñòü íå çàâèñèò îò s è ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì îïåðàòîðîì óñðåä-
íåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà-Ìèòðîïîëüñêîãî, ñì. [33℄, îðìóëà 7.112.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà-
Ìèòðîïîëüñêîãî î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (2.1) áûëà âïåðâûå
ñîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè Æ. Ìàâåíîì â
åãî äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå [64℄ (ïîçæå îïóáëèêîâàíà â [65℄) è óòâåðæäàåò,
÷òî åñëè
T∫
0
g(τ, ξ, 0)dτ 6= 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ ∂U, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0
îïåðàòîð
(Qεx)(t) = x(T ) + ε
T∫
0
g(τ, ξ, ε)dτ
íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂WU , è d(I − Qε,WU) =
dRn
(
−
T∫
0
g(τ, ·, 0)dτ, U
)
. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííàÿ â íàñòîÿùåé ãëà-
âå òåîðåìà 2.1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óêàçàííîé òåîðåìû Ìàâåíà.
Â ñëó÷àå, êîãäà ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà (2.2) èìååò íåâûðîæäåííûé öèêë
x˜ ïåðèîäà T, òåîðåìà 2.6 äîïîëíÿåò êëàññè÷åñêèé ìåòîä Â. Ê. Ìåëüíèêî-
âà ([31℄, ëåììà 7), êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè òàê íàçûâàåìàÿ óíêöèÿ
Ìåëüíèêîâà
M1/1(θ) =
T∫
0
∥∥∥( ˙˜x(τ), g(τ − θ, x˜(τ), 0))∥∥∥ dτ
èìååò íóëü θ0 ∈ [0, T ] òàêîé, ÷òî
(
M1/1
)′
(θ0) 6= 0, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ ε > 0 âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò T -ïåðèîäè÷åñêîå
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ðåøåíèå xε, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
xε(t)→ x˜(t+ θ0) ïðè ε→ 0.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2.6 äàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ T -ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ Ìåëüíèêîâà íå ïåðåñåêàþò ïîðîæäàþùèé öèêë. Áîëåå òîãî, òðàåê-
òîðèè ðàçëè÷íûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé Ìåëüíèêîâà ìîãóò ñîâïàäàòü,
â òî âðåìÿ êàê òåîðåìà 2.6 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ñèñòåìû (2.1) ïî
êðàéíåé ìåðå äâóõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè òðàåêòîðèÿìè.
Ñêàçàííîå ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü (ëåììà 2.5), ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Äóèíãà íå ïåðåñåêàþò ïîðîæäàþùèõ öèêëîâ
ìàëîé àìïëèòóäû. Òàêîå ñâîéñòâî îòñóòñòâóåò â êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ
î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Äóèíãà, ïîëó÷åííûõ À. Ä. Ìîðî-
çîâûì [35℄ è Á. ðèíñïàíîì-Ô. Õîëìñîì [53℄. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.5
ñëåäóåò, ÷òî åå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ óðàâíåíèÿ
u¨+ u + u3 = ε(µx+1 + νx
−
1 + cos((1 + δ)t)),
ãäå |µ − ν| < 2, ê êîòîðîìó â ñèëó íåäèåðåíöèðóåìîñòè ïðàâîé ÷àñòè
ìåòîä Ìåëüíèêîâà íå ïðèìåíèì. Òàêæå óñòàíîâëåíû àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû ðèíñïàíà-Õîëìñà (ïðèìåð 2.2), ÷òî
ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåííîé äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ òåî-
ðåìå 2.7. Îòìåòèì (ñì. çàìå÷àíèå 2.2), ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ñè-
ñòåì, ðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðåìå 2.7, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óíêöèÿ Ìåëüíèêî-
âà M1/1(θ) èìååò ðîâíî äâà ïðîñòûõ íóëÿ íà èíòåðâàëå [0, T ). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â îáùèõ óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.7 è óêàçàííîé âûøå òåîðåìû Ìåëüíèêî-
âà, ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà âñåãäà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ñèñòåìû (2.1)
òî÷íî òàêîãî æå êîëè÷åñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (äâóõ) âáëèçè ïîðîæäà-
þùåãî öèêëà x˜, ÷òî è òåîðåìà 2.7, íî òåîðåìà 2.7 äîïîëíèòåëüíî óòâåðæäàåò,
÷òî òðàåêòîðèè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì â ïóíêòå 2.4 ñëó÷àå âûðîæäåííîãî
ïîðîæäàþùåãî öèêëà ìåòîä Ìåëüíèêîâà íå ðàáîòàåò, à èìåþùèåñÿ åãî ìî-
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äèèêàöèè òðåáóþò âûïîëíåíèÿ öåëîãî ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, ñì.
Ê. Éàãàñàêè ([72℄, òåîðåìà 3.5). Óñëîâèÿ æå ïðåäëîæåííîé òåîðåìû 2.6, êàê
ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ïðèìåðå 2.3, â âûðîæäåííîì ñëó÷àå íàîáîðîò óïðî-
ùàþòñÿ, ñì. òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäñòâèÿ 2.1 è 2.2 èç òåîðåì 2.6 è 2.7.
Äëÿ èçó÷åíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â âîçìóùåííîé ñèñòåìå (2.27) ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé áëèçêèõ ê âûðîæäåííûì öèêëàì ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ìîæåò, âî-
îáùå ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàòüñÿ îáùàÿ òåîðåìà óìà-×èêîíå ([69℄, òåîðåìà 4.1),
íî îíà ðàáîòàåò òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèå çàâèñèò îò àçîâîé ïå-
ðåìåííîé (ñì. [69℄, îðìóëà 2.7), ÷òî íå òðåáóåòñÿ â óêàçàííûõ óòâåðæäåíè-
ÿõ ïóíêòà 2.4. Äðóãèå êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé âîçìóùåííûõ ñèñòåì âáëèçè âûðîæäåííîãî ïîðîæäàþùåãî öèêëà
ïîëó÷åíû À. Ä. Ìîðîçîâûì è Ë. Ï. Øèëüíèêîâûì â [36℄.
Îáñóäèì êðàòêî ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî ðåçóëüòàòàì íàñòîÿùåé ãëà-
âû. Îáîáùåííûé îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ Φs ïðåäëîæåí Ì. È. Êàìåíñêèì,
Î. Þ. Ìàêàðåíêîâûì è Ï. Íèñòðè â [13℄. Ëåììà 2.1 î âèäå îïåðàòîðà Φs
äîêàçàíà àâòîðîì â [56℄, èì æå â [56℄ ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåííîé
îðìóëû Ìàâåíà (óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 2.1), ïðè÷åì â íåñêîëüêî ðàñøè-
ðåííîé îðìóëèðîâêå, ÷åì äàííîå â íàñòîÿùåé ãëàâå. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèÿ 1 òåîðåìû 2.1 äëÿ ÷àñòíîãî êëàññà ñèñòåì (2.48), íî äàþùåå ÿâíîå
çíà÷åíèå ε0, ñäåëàíî â [26℄. Òåîðåìà 2.3, ñâÿçàííàÿ ñ ïðèëîæåíèåì îáîáùåí-
íîé îðìóëû Ìàâåíà ê ñóùåñòâîâàíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïðåäëîæåí-
íàÿ àâòîðîì, îïóáëèêîâàíà â [13℄. Òåîðåìà 2.5 è îðìóëà (2.38) ëåììû 2.4,
ñîñòàâëÿþùèå ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä â ðåøåíèè çàäà÷è Â. Ê. Ìåëüíèêîâà,
îïóáëèêîâàíû â [63℄. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1) ëåììû 2.5 î ñóùåñòâî-
âàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â óðàâíåíèè Äóèíãà äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêî
áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ ñäåëàíî â [62℄.
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ëàâà 3
Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè
óìåíüøåíèè àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ
Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé â T -ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé
x˙ = f(t, x) + εg(t, x, ε), (3.1)
ãäå ε > 0  ìàëûé ïàðàìåòð, îñíîâàííûå íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäàõ, èñ-
ïîëüçóþò âñåãî ëèøü íåïðåðûâíîñòü óíêöèè g (îò f ìîæåò òðåáîâàòüñÿ
íåïðåðûâíàÿ äèåðåíöèðóåìîñòü), ñì., íàïðèìåð, [12℄, [15℄, [16℄, [18℄, [19℄,
[32℄, [37℄-[39℄, [45℄, [50℄-[52℄, [55℄-[59℄, [64℄-[67℄, à òàêæå ðåçóëüòàòû ãëàâ 1 è 2.
Â íàñòîÿùåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Äæ. Õåéëîì è Ï. Òáî-
àñ â [54℄, î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ïîâåäåíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ñèñòåìû (3.1) ïðè ε → 0 äëÿ íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìîé óíêöèè
f : R× Rn → Rn è íåïðåðûâíîé óíêöèè g : R× Rn × [0, 1]→ Rn.
Îñîáåííîñòü èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ íåèçâåñòíî, ÷òî ïîðîæäàþùåå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x˜ ñèñòåìû
x˙ = f(t, x) (3.2)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè, òî åñòü, ÷òî ëèíåàðèçîâàííàÿ ñè-
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ñòåìà
y˙ = f ′(2)(t, x˜(t)) (3.3)
íå èìååò ìóëüòèïëèêàòîðîâ +1. Áîëåå òîãî, êàê ñëåäóåò èç [54℄, ñëó÷àé, êîãäà
+1 ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì ñèñòåìû (3.3) ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ.
Ïóñòü {εk}k∈N  ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà ñèñòåìû (3.1) è {xk}k∈N  ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T -
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû òàêàÿ, ÷òî
xk(t)→ x˜(t) ïðè k →∞, (3.4)
ãäå x˜  T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (3.2).
3.1 Îäíà àëüòåðíàòèâà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ
Ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà óòâåðæäàåò, ÷òî ëèáî íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ xk(0) ñõîäÿòñÿ ê íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ x˜(0) ïîðîæäàþùåãî ðåøåíèÿ x˜ âäîëü ïëîñêîñòè{
l ∈ Rn :
(
Ω′(3)(T, 0, x˜(0))− I
)
l = 0
}
, ëèáî ñõîäèìîñòü èìååò ñêîðîñòü
εk > 0. Ïðè ýòîì, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé xk
ïðè k → ∞ ìîæåò áûòü óòî÷íåíî íà îñíîâàíèè îáîáùåííîãî îïåðàòîðà
óñðåäíåíèÿ Φs, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ
ñèñòåìû (3.1).
Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.4) è
x˜(0)− xk(0)
‖x˜(0)− xk(0)‖
→ l ïðè k →∞, (3.5)
ãäå l ∈ Rn. Òîãäà ëèáî (
Ω′(3)(T, 0, x˜(0))− I
)
l = 0, (3.6)
ëèáî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî
‖x˜(0)− xk(0)‖ ≤ cεk, k ∈ N. (3.7)
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Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
x˜(0)− xk(0)
εk
}
k∈N
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
x˜(0)− Ω(0, t, xk(t))
εk
}
k∈N
òàêæå
ñõîäèòñÿ, è ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(Ω′(3)(T, 0, x˜(0))− I) lim
k→∞
x˜(0)− Ω(0, t, xk(t))
εk
=
= Φt(x˜(0)), t ∈ [0, T ]. (3.8)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
νk(t) = Ω(0, t, xk(t)). (3.9)
Òîãäà, â ñèëó ëåììû 1.1
νk(t) = Ω(T, 0, νk(T )) + εk
t∫
0
Υεk(τ, νk(τ))dτ, (3.10)
ãäå
Υε(t, ξ) = Ω
′
ξ(0, t,Ω(t, 0, ξ))g(t,Ω(t, 0, ξ), ε).
Çàìåòèì, ÷òî x˜(0) = limn→∞ νk(0) = limn→∞ νk(T ) è èç (3.10) ïðè k = ∞
ïîëó÷àåì x˜(0) = Ω(T, 0, x˜(0)). Ïåðåïèøåì (3.10) â ñëåäóþùåì âèäå
− (x˜(0)− νk(t)) = (Ω(T, 0, νk(t))− Ω(T, 0, x˜(0))) +
+Ω(T, 0, νk(T ))− Ω(T, 0, νk(t)) +
+εk
t∫
0
Υεk(τ, νk(τ))dτ
èëè
− (x˜(0)− νk(t)) = −Ω
′
(3)(T, 0, x˜(0)) (x˜(0)− νk(t)) + o (x˜(0)− νk(t))
+Ω′(3)(T, 0, νk(T )) (νk(T )− νk(t)) +
+o (νk(T )− νk(t)) + εk
t∫
0
Υεk(τ, νk(τ))dτ. (3.11)
Ñóùåñòâóåò äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî
‖x˜(0)− xk(0)‖
εk
→∞ ïðè k →∞, (3.12)
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ëèáî ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå, ÷òî
‖x˜(0)− xk(0)‖
εk
< c ïðè k ∈ N. (3.13)
Â ñëó÷àå (3.12) èìååì
εk
‖x˜(0)− xk(0)‖
→ 0 ïðè k ∈ N.
Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
νk(T )− νk(t) = εk
T∫
t
Υεk(τ, νk(τ))dτ, (3.14)
âïðàâå ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ è t = 0 â (3.11), äåëåííîì íà
‖x˜(0)− xk(0)‖ , è ïîëó÷èòü(
Ω′(3)(T, 0, x˜(0))− I
)
l = 0.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (3.12) âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (3.6) òåîðåìû 3.1, à
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå  óòâåðæäåíèå (3.13). Çíà÷èò àëüòåðíàòèâà òåîðåìû 3.1
ñïðàâåäëèâà.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
x˜(0)− xk(0)
εk
}
k∈N
ñõîäèò-
ñÿ. Òàê êàê
x˜(0)− νk(t)
εk
=
x˜(0)− xk(0) + νk(0)− νk(t)
εk
=
=
x˜(0)− xk(0)
εk
−
t∫
0
Υ(τ, νk(τ))dτ, (3.15)
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
x˜(0)− Ω(0, t, xk(t))
εk
}
k∈N
òàêæå ñõîäèòñÿ. Ïîëàãàÿ
h(t) = lim
k→∞
x˜(0)− Ω(0, t, xk(t))
εk
è ó÷èòûâàÿ îðìóëó (3.14), ïåðåéäåì ê ïðå-
äåëó â (3.11), äåëåííîì íà εk, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
−h(t) = −Ω′(3)(T, 0, x˜(0))h(t) + Ω
′
(3)(T, 0, x˜(0))
T∫
t
Υ(τ, x˜(0))dτ+
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+t∫
0
Υ(τ, x˜(0))dτ,
÷òî â ñèëó ëåììû 2.1 îçíà÷àåò (3.8).
Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Â ñëó÷àå, êîãäà ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà (3.2) àâòîíîìíà, äëÿ T -
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû
x˙ = f(x) + εg(t, x, ε) (3.16)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.1.
Ñëåäñòâèå 3.1 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.4) è öèêë x˜ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.5) è l  âåêòîð, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ
â ýòîì óñëîâèè. Òîãäà, ëèáî l = λ ˙˜x(0), ãäå λ 6= 0, ëèáî ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî
‖x˜(t)− xk(t)‖ ≤ cεk, k ∈ N. (3.17)
Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ãëàâû ïðåäëàãàåòñÿ îöåíêà äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
òðàåêòîðèÿìè ðåøåíèé xk è x˜, íî ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî öèêë x˜ ïðîñòîé.
3.2 Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðå-
äåëüíîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì öèêëîì
Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèêë x˜ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Â ñäå-
ëàííîì ïðåäïîëîæåíèè ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà
z˙ = −(f ′(x˜(t)))∗z (3.18)
äîïóñêàåò n − 1 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ íå T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
z1, z2, ..., zn−1, ïðè÷åì óêàçàííûå ðåøåíèÿ âñåãäà ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê,
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÷òî (ñì. [29℄, îðìóëà 2.13)〈
˙˜x(0), zi(0)
〉
= 0, t ∈ R, i ∈ 1, n− 1. (3.19)
Ïóñòü Zn−1(t)  n × n− 1-ìàòðèöà çàäàâàåìàÿ îðìóëîé Zn−1(t) =
(z1(t), z2(t), ..., zn−1(t)). Ââåäåì óíêöèþ M
⊥ : R→ Rn−1 êàê
M⊥(s) =
s∫
s−T
Z∗n−1(τ)g(τ, x˜(τ), 0)dτ.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.4). Òîãäà äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, T ]
èìååì
Z∗n−1(θ) (xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)) = εkDM
⊥(θ) + o(εk), (3.20)
ãäå D  íåâûðîæäåííàÿ (n − 1) × (n − 1)-ìàòðèöà è ∆εk(θ) → 0 ïðè k →
∞ ðàâíîìåðíî ïî îòíîøåíèþ ê θ ∈ [0, T ]. Áîëåå òîãî, xk(θ − ∆εk(θ)) ∈
I(θ, Bn−11 (0)), θ ∈ [0, T ], ãäå I(θ, ·) : R
n−1 → Rn  ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü,
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùàÿ öèêë x˜ â òî÷êå x˜(θ).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 îïðåäåëèì, âî-ïåðâûõ, óíêöèþ ∆εk(θ),
ïîâåðõíîñòü I(θ, ·) è óñòàíîâèì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Yn−1(t) = (y1(t), ..., yn−1(t)) ïåðâûå n− 1 ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû
(
(Zn−1(t), z˜(t))
−1
)∗
, ãäå z˜  T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.18),
óäîâëåòâîðÿþùåå 〈
˙˜x(t), z˜(t)
〉
= 1, t ∈ R. (3.21)
Ïîñëåäíèé âûáîð âîçìîæåí (ñì. [29℄, îðìóëà 2.13).
Ëåììà 3.1 Ïðåäïîëîæèì (3.19) è (3.21). Òîãäà
1)
(
(Zn−1(t), z˜(t))
−1
)∗
=
(
Yn−1(t), ˙˜x(t)
)
, t ∈ R;
2) ëþáàÿ óíêöèÿ èç {y1, ..., yn−1} íå T -ïåðèîäè÷íà;
3) Z∗n−1(t) = D˜Z
∗
n−1(t+ T ), t ∈ R,
ãäå D˜  ïîñòîÿííàÿ (n − 1) × (n − 1)-ìàòðèöà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
êîòîðîé îòëè÷íû îò +1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê
(
(Zn−1(t), z˜(t))
−1
)∗
 óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-
öà T -ïåðèîäè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû y˙ = f ′(x˜(t))y (ñì. [11℄, ë. III, ëåì-
ìà  12), òî, ïîëüçóÿñü òåîðèåé Ôëîêå, âîçìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ îð-
ìóëó (ñì. [11℄, ë. III, 15)
(
(Zn−1(t), z˜(t))
−1
)∗
= Φ(t)
 eΛt 0
0 1
S, t ∈ R, (3.22)
ãäå Φ(t)  T -ïåðèîäè÷åñêàÿ n × n ìàòðèöà Ôëîêå, Λ  (n − 1) × (n − 1)
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è S  ïîäõîäÿùàÿ íåâûðîæäåííàÿ n× n-ìàòðèöà.
Â ñèëó (3.19) è (3.21) ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû
(
(Zn−1(t), z˜(t))
−1
)∗

ýòî
˙˜x(t), t ∈ R. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî S èìååò âèä S =Sn−1,
 0n−1×1
s0
 , ãäå Sn−1  n × (n − 1)-ìàòðèöà è s0 6= 0. Èç ýòîãî
ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ìàòðèöà Sn−1 íå ñîäåðæèò ëèíåéíî-çàâèñèìûõ
ñ
 0n−1×1
s0

ñòîëáöîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà íå n-ÿ êîì-
ïîíåíòà ëþáîãî ñòîëáöà Sn−1 ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé, ÷òî, î÷åâèäíî, çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû çàìåòèì, ÷òî îðìóëà
(3.22) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî eΛT 0
0 1
S ((Zn−1(t+ T ), z˜(t+ T ))−1)∗ =
= S
(
(Zn−1(t), z˜(t))
−1
)∗
, t ∈ R.
Íî èç ïîñëåäíåé îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî
eΛTSn−1
∣∣
Rn−1
Z∗n−1(t+ T ) = Sn−1|Rn−1 Z
∗
n−1(t),
ãäå ÷åðåç Sn−1|Rn−1 îáîçíà÷åíà ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïåðâûõ n−1 ñòðîê
ìàòðèöû Sn−1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî
óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
D˜ := (Sn−1|Rn−1)
−1 eΛTSn−1
∣∣
Rn−1
,
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ïðè ýòîì îáðàùåíèå ìàòðèöû Sn−1|Rn−1 âîçìîæíî â ñèëó îáðàòèìîñòè ìàò-
ðèöû S è óñòàíîâëåííîãî âûøå åå âèäà.
Ëåììà äîêàçàíà.
Îïðåäåëèì íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìûå óíêöèè h, I : R × Rn−1 →
Rn êàê
h(θ, r) = x˜(θ) + Yn−1(θ)r
I(θ, r) = Ω(T, 0, h(θ, r)),
ãäå Ω  îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (3.1).
Ëåììà 3.2 Ïðåäïîëîæèì (3.19) è (3.21). Òîãäà
˙˜x(θ) 6∈ I ′r(θ, 0)R
n−1
ïðè
êàæäîì θ ∈ [0, T ].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóåò r ∈ Rn−1,
r 6= 0 òàêîå, ÷òî ˙˜x(θ) = I ′r(θ, 0)r. Èìååì
˙˜x(θ) = I ′r(θ, 0)r = Ω
′
(3)(T, 0, h(θ, 0))Yn−1(θ)r = Yn−1(θ + T )r,
˙˜x(θ − T ) = Yn−1(θ)r.
Íî
˙˜x(θ) = ˙˜x(θ − T ), è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû 3.1.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 3.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T > 0  íàèìåíüøèé ïåðèîä öèêëà x˜.
Òîãäà ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî
I (θ, Br0(0)) ∩ x˜ ([0, T ]) = {x˜(θ)} .
Ñëåäñòâèå 3.3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T > 0  íàèìåíüøèé ïåðèîä öèêëà x˜.
Òîãäà ñóùåñòâóåò k0 > 0 òàêîå, ÷òî
I (θ, Br(0)) ∩ xεk ([0, T ]) = {xεk(θ −∆εk(θ))} , k > k0,
ãäå ∆εk : R→ R  íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ∆εk(θ)→ 0 ïðè k →∞
ðàâíîìåðíî ïî îòíîøåíèþ ê θ ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Ñäåëàåì â ñèñòåìå (3.1) çàìåíó ïåðåìåí-
íûõ νk(t, θ) = Ω(0, t, xk(t−∆εk(θ) + θ)), ãäå ∆εk(θ)  ÷èñëà, î êîòîðûõ ãîâî-
ðèòñÿ â ñëåäñòâèè 3.3. Çàìåòèì, ÷òî xk(t − ∆εk(θ) + θ) = Ω(t, 0, νk(t, θ)) è,
òàêèì îáðàçîì,
x˙k(t−∆εk(θ) + θ) = f(Ω(t, 0, νk(t, θ)) + Ω
′
ξ(t, 0, νk(t, θ))(νk)
′
t(t, θ). (3.23)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.1) èìååì
x˙k(t−∆εk(θ) + θ) =
= f(Ω(t, 0, νk(t, θ))) + εkg(t−∆εk(θ) + θ,Ω(t, 0, νk(t, θ)), εk). (3.24)
Èç (3.23) è (3.24) ñëåäóåò, ÷òî
(νk)
′
t(t, θ) = εk
(
Ω′ξ(t, 0, νk(t, θ))
)−1
g(t−∆εk(θ) + θ,Ω(t, 0, νk(t, θ)), εk),
è òàê êàê
νk(0, θ) = xk(−∆εk(θ) + θ) = xk(T −∆εk(θ) + θ) = Ω(T, 0, νk(T, θ)),
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
νk(t, θ) = Ω(T, 0, νk(T, θ)) + εk
t∫
0
(
Ω′ξ(τ, 0, νk(τ, θ))
)−1
◦
◦ g(τ −∆εk(θ) + θ,Ω(τ, 0, νk(τ, θ)), εk)dτ. (3.25)
Òàê êàê νk(t, θ)→ x˜(θ) ïðè k →∞ ìîæåì çàïèñàòü νk(t, θ) â âèäå
νk(t, θ) = x˜(θ) + εkµk(t, θ). (3.26)
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî óíêöèè µk ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû ïî îòíîøåíèþ ê
k ∈ N. Äëÿ ýòîãî, âî-ïåðâûõ, âû÷òåì x˜(θ) èç îáåèõ ÷àñòåé (3.25), ïîëó÷èâ
εkµk(t, θ) = εk Ω
′
ξ(T, 0, x˜(θ))µk(T, θ) + o(εkµk(T, θ)) +
+εk
t∫
0
(
Ω′ξ(τ, 0, νk(τ, θ))
)−1
g(τ −∆εk(θ) +
+θ,Ω(τ, 0, νk(τ, θ)), εk)dτ. (3.27)
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Òàê êàê xk(−∆εk(θ) + θ) ∈ I
(
θ, Bn−1r0 (0)
)
, òî ïî îïðåäåëåíèþ I ñóùåñòâóåò
rk(θ) ∈ B
n−1
r0 (0) òàêîå, ÷òî
xk(−∆εk(θ) + θ) = Ω(T, 0, h(θ, rk(θ))), (3.28)
ïðè÷åì íà îñíîâàíèè (3.4) èìååì
rk(θ)→ 0 ïðè k →∞. (3.29)
Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (3.28), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ εkµk
εkµk(T, θ) = νk(T, θ)− x˜(θ) = Ω(0, T, xk(−∆εk(θ) + θ))− x˜(θ) =
= Ω(0, T,Ω(T, 0, h(θ, rk(θ))))− x˜(θ) =
= h(θ, rk(θ))− x˜(θ) = Yn−1(θ)rk(θ).
Ñëåäîâàòåëüíî, îðìóëà (3.27) ïðè t = T ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê
Yn−1(θ)rk(θ) = Yn−1(T + θ)rk(θ) + o(Yn−1(θ)rk(θ)) +
+εk
T∫
0
(
Ω′ξ(τ, 0, νk(τ, θ))
)−1
g(τ −∆εk(θ) +
+θ,Ω(τ, 0, νk(τ, θ)), εk)dτ. (3.30)
Íà îñíîâàíèè (3.30) ñåé÷àñ áóäåò óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî c > 0,
÷òî
‖rk(θ)‖ ≤ εkc, k ∈ N, θ ∈ [0, T ]. (3.31)
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî {θk}k∈N ⊂ [0, T ], θk → θ0
ïðè k → ∞,  òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî ‖rk(θk)‖ = εkck, ãäå ck → ∞
ïðè k →∞. Ïîëîæèì qk =
rk(θk)
‖rk(θk)‖
, òîãäà èç (3.30) èìååì
Yn−1(θk)qk = Yn−1(T + θk)qk +
o(Yn−1(θk)rεk(θk))
‖rεk(θk)‖
+
+
1
ck
t∫
0
(
Ω′ξ(τ, 0, νk(τ, θk))
)−1
g(τ − θ0 +∆εk(θk) +
+θk,Ω(τ, 0, νk(τ, θk)), εk)dτ. (3.32)
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qk}k∈N
ñõîäèòñÿ, ïîëîæèì q0 = limk→∞ qk, òîãäà ‖q0‖ = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
(3.32) èìååì Yn−1(θ0)q0 = Yn−1(T +θ0)q0, òî åñòü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
óòâåðæäåíèåì 2 ëåììû 3.1. Òàêèì îáðàçîì, (3.31) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî
c > 0 è óíêöèè µk ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû ïî îòíîøåíèþ ê k ∈ N. Èç
(3.26) òàêæå çàêëþ÷àåì
xk(t−∆εk(θ) + θ)− x˜(t+ θ) = εkµk(t, θ). (3.33)
Ñëåäîâàòåëüíî, xk(θ −∆εk(θ))→ x˜(θ) ñî ñêîðîñòüþ εk > 0.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü (3.20). Äëÿ
ýòîãî ââåäåì íîâûå óíêöèè ak : R × R → R è bk : R× R→ Rn−1 ñîãëàñíî
ñëåäóþùèì îðìóëàì
ak(t, θ) = z˜
∗(t+ θ)µk(t, θ),
bk(t, θ) = Z
∗
n−1(t+ θ)µk(t, θ). (3.34)
Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì 1 ëåììû 3.1, ìîæåì ïðåäñòàâèòü xk(t − ∆εk(θ) +
θ)− x˜(t+ θ) â âèäå
xk(t−∆εk(θ) + θ)− x˜(t+ θ) =
= εk ˙˜x(t+ θ)ak(t, θ) + εkYn−1(t+ θ)bk(t, θ). (3.35)
Âû÷èòàÿ (3.2), ãäå x(t) çàìåíåíî óíêöèåé x˜(t+θ), èç (3.1), ãäå x(t) çàìåíåíî
óíêöèåé xk(t−∆εk(θ) + θ), ïîëó÷àåì
x˙k(t−∆εk(θ) + θ)−
˙˜x(t+ θ) =
= f ′(x˜(t+ θ))(xk(t−∆εk(θ) + θ)− x˜(t+ θ))+
+ εkg(t−∆εk(θ) + θ, xk(t−∆εk(θ) + θ), εk) + o˜t(εk), (3.36)
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ãäå óíêöèÿ o˜t(·) èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è óíêöèÿ o(·), ââåäåííàÿ ðàíåå,
áîëåå òîãî o˜t+T (·) = o˜t(·) äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Ïîäñòàâëÿÿ (3.35) â (3.36) è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî
f ′(x˜(t+ θ))εk ˙˜x(t+ θ)ak(t, θ) = εk ¨˜x(t+ θ)ak(t, θ)
è
f ′(x˜(t+ θ))εkYn−1(t+ θ)bk(t, θ) = εkY˙n−1(t+ θ)bk(t, θ),
ïîëó÷àåì
εk ˙˜x(t+ θ)(ak)
′
t(t, θ) + εkY˙n−1(t+ θ)(bk)
′
t(t, θ) =
= g(t−∆εk(θ) + θ, xk(t−∆εk(θ) + θ), εk) + o˜t(εk).
Èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà èìååì
εk (bk)
′
t (t, θ) =
= εkZn−1(t+ θ)g(t−∆εk(θ) + θ, xk(t−∆εk(θ) + θ), εk) + Zn−1(t+ θ)o˜t(εk)
è, ñëåäîâàòåëüíî,
bk(0, θ) = bk(−T, θ) +
0∫
−T
Z∗n−1(τ + θ)g(τ −∆εk(θ)+
+ θ, xk(τ −∆εk(θ) + θ), εk)dτ +
o(εk)
εk
. (3.37)
Èç (3.37) è óòâåðæäåíèÿ 3 ëåììû 3.1 ïîëó÷àåì
bk(0, θ) = (I − D˜)
−1
0∫
−T
Z∗n−1(τ + θ)g(τ −∆εk(θ) +
+θ, xk(τ −∆εk(θ) + θ), εk)dτ +
o(εk)
εk
èëè, ââîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ τ + θ = s â èíòåãðàëå,
bk(0, θ) = (I − D˜)
−1
θ∫
θ−T
Z∗n−1g(s, xk(s), εk)dτ +
o(εk)
εk
.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.35) èìååì
〈zi(t+ θ), xk(t−∆εk(θ) + θ)− x˜(t+ θ)〉 = εkbk(t, θ)
è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
D := (I − D˜)−1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
àññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ îðìóëû (3.20) ê îïèñàíèþ
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé xk, êîãäà k →∞. Íèæå ∠(a, b)  óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
a, b ∈ Rn, ïðèíàäëåæàùèé îòðåçêó [0, pi].
Ñëåäñòâèå 3.4 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3.2. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ i ∈ 1, n− 1 è θ ∈ [0, T ] òàêèõ, ÷òî M⊥i (θ) 6= 0, ñóùåñòâóåò
j ∈ 1, n− 1, ïðè êîòîðîì
cos∠ (zj(θ), xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)) 6= 0
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ∈ N.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç îðìóëû
‖zi(θ)‖ · ‖xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)‖ · cos∠ (zi(θ), xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)) =
=
[
εkDM
⊥(θ)
]i
+ o(εk), (3.38)
ïîëó÷àåìîé ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ
〈zi(θ), xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)〉 =
= ‖zi(θ)‖ · ‖xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)‖ · cos∠ (zi(θ), xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ))
â ãëàâíóþ îðìóëó (3.20). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè M⊥i (θ) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò
j ∈ 1, n− 1 òàêîå, ÷òî
[
DM⊥(θ)
]j
6= 0.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì îðìóëû
(3.38).
116
Ñëåäñòâèå 3.5 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3.2. Åñëè
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî i∗ ∈ 1, n− 1 òàêîå, ÷òî M
⊥
i∗
(θ) 6= 0, òî
c1εk ≤ ‖xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)‖ ≤ c2εk
äëÿ íåêîòîðûõ 0 < c1 ≤ c2, ëþáûõ θ ∈ [0, T ] è k ≥ k0, ãäå k0 ∈ N äîñòàòî÷-
íî âåëèêî.
Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 3.3, ìîæåì ïîëó÷èòü òåïåðü ñëåäóþùèé àêò.
Ñëåäñòâèå 3.6 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3.2. Åñëè
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî i∗ ∈ 1, n− 1 òàêîå, ÷òî M⊥i∗ (θ) 6= 0, òî
xk(t) 6= x˜(θ) äëÿ ëþáûõ t, θ ∈ [0, T ]
ïðè óñëîâèè, ÷òî k ∈ N äîñòàòî÷íî âåëèêî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k0 > 0  òî, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ñëåäñòâèè 3.5, è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò εk∗, k∗ > k0, θ∗, t∗ ∈ [0, T ] òàêèå, ÷òî xk∗(t∗) =
x˜(θ∗). Íî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3 äîëæíî áûòü t∗ = xk∗(θ∗ −∆εk∗(θ∗)), ïðî-
òèâîðå÷à óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèÿ 3.5.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåïåðü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå
ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ áîëüøåé, ÷åì εk > 0, íàì íåîáõîäèì ñëåäóþùèé
âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 3.3 Ïóñòü k0 ∈ N äîñòàòî÷íî âåëèêî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ k > k0 è
θ ∈ [0, T ], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
xk(θ −∆εk(θ)) 6= x˜(θ),
ñóùåñòâóåò i∗ ∈ 1, n− 1 òàêîå, ÷òî
|cos∠ (zi∗(θ), xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ))| ≥ α∗,
ãäå α∗ > 0 íå çàâèñèò îò k è θ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}k∈N, {θk}k∈N ⊂ [0, T ], θk → θ0 ïðè k → ∞, {αk}k∈N ⊂
[−1, 1], αk → 0 ïðè k →∞, {rk}k∈N ⊂ (0, 1], rk → 0 ïðè k →∞ òàêîâû, ÷òî
cos∠ (zi(θ), I(θk, rk)− I(θk, 0)) = αk, i ∈ 1, n− 1,
èëè ðàâíîñèëüíî
〈zi(θk), I(θk, rk)− I(θk, 0)〉
‖zi(θk)‖ · ‖I(θk, rk)− I(θk, 0)‖
= αk, i ∈ 1, n− 1,
ïîýòîìó 〈
zi(θn), I
′
r(θk, rk)
rk
‖rk‖
+ o(rk)‖rk‖
〉
‖zi(θk)‖ ·
∥∥∥I ′r(θk, rk) rk‖rk‖ + o(rk)‖rk‖ ∥∥∥ = αk, i ∈ 1, n− 1. (3.39)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
rk
‖rk‖
ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞.
Ïîëîæèì q0 = limk→∞
rk
‖rk‖
, òîãäà ‖q0‖ = 1. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞
â (3.39), ïîëó÷àåì
〈zi(θ0), I
′
r(θ0, 0)q0〉 = 0 äëÿ ëþáûõ i ∈ 1, n− 1. (3.40)
àçëîæèì I ′r(θ0, 0)q0 ñëåäóþùèì îáðàçîì
I ′r(θ0, 0)q0 = y1(θ0)a
1 + ...+ yn−1(θ0)a
n−1 + ˙˜x(θ)an.
Èç (3.40) èìååì, ÷òî a1 = ... = an−1 = 0 è, òàêèì îáðàçîì, I ′r(θ, 0)q0 = a
n ˙˜x(θ),
ïðîòèâîðå÷à óòâåðæäåíèþ ëåììû 3.2.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ñóììèðóÿ òåîðåìó 3.2 è ëåììó 3.3, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 3.7 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3.2. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî M⊥i (θ) = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ 0, n− 1. Òîãäà
‖xk(θ −∆εk(θ))− x˜(θ)‖ = o(εk).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}k∈N, {θk}k∈N ⊂ [0, T ], θk → θ0 ïðè k → ∞ è c∗ > 0
òàêîâû, ÷òî
‖xεk(θk −∆εk(θk))− x˜(θk)‖
εk
≥ c∗. (3.41)
Èç (3.41) èìååì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 3.3 óäîâëåòâîðåíû, ïóñòü i∗ ∈
1, n− 1  òî ÷èñëî, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ýòîé ëåììå. Íî (3.41) ïðîòèâîðå÷èò
ñîîòíîøåíèþ (3.38), êîãäà i := i∗, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåìîãî
óòâåðæäåíèÿ.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèÿ 3.4 è 3.7 ïîçâîëÿþò ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ àëüòåðíàòè-
âó.
Ñëåäñòâèå 3.8 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3.2. Ïîëî-
æèì θ∗ ∈ [0, T ]. Òîãäà ëèáî ñóùåñòâóåò i∗ ∈ 1, n− 1 òàêîå, ÷òî
cos∠ (zi∗(θ), xk(θ∗ −∆εk(θ∗))− x˜(θ∗)) 6= 0
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ∈ N, ëèáî
‖xk(θ∗ −∆εk(θ∗))− x˜(θ∗)‖ = o(εk).
3.3 Ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùè-
ìèñÿ â ëèòåðàòóðå
Â ñëó÷àå, êîãäà äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî óíêöèÿ g íåïðåðûâíî äè-
åðåíöèðóåìà è ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (3.3) íå èìååò åäèíè÷íûõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ, ñõîäèìîñòü â (3.4) ñî ñêîðîñòüþ εk > 0 ñëåäóåò èç îðìóëû
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé xk â ðÿä ïî ñòåïåíÿì εk, äàâàåìîé ìåòîäîì ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà Ïóàíêàðå (ñì. Á. Ï. Äåìèäîâè÷ [11℄, ë. III,  24, Ì. îçî [44℄, ë. 9,
 1). Åñëè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (3.3) èçâåñòíî ñóùåñòâîâàíèå ìóëüòèïëè-
êàòîðà +1 àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè 1, òî ñõîäèìîñòü â (3.4) ñî ñêîðîñòüþ
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εk > 0 äëÿ ñëó÷àÿ àíàëèòè÷åñêèõ è äâàæäû íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóå-
ìûõ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (3.1) äîêàçàíà ñîîòâåòñòâåííî È. . Ìàëêèíûì
(ñì. [29℄, îðìóëà 4.1) è Â. Ñ. Ëóäîì (ñì. [60℄, îðìóëà 1.3 òåîðåìû 1).
Îäíàêî â ðàáîòàõ óêàçàííûõ àâòîðîâ íå îòìå÷àëñÿ óñòàíîâëåííûé â ãëàâå
àêò (ñëåäñòâèå 3.8) î òîì, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîæåò èìåòü è áîëü-
øèé, ÷åì εk > 0 ïîðÿäîê. Òàêæå â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ íå óêàçàíû ñâîéñòâî
(3.8) è ñëåäñòâèÿ 3.4-3.6, ñâÿçàííûå ñ êà÷åñòâåííûìè ñâîéñòâàìè ïîâåäåíèÿ
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1) ïðè ε → 0. Åñëè æå âîçìóùåíèå
âñåãî ëèøü íåïðåðûâíî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïðåäïîëîæåíèåì òåîðåì î ñó-
ùåñòâîâàíèè, äîêàçàííûõ â [12℄, [15℄, [16℄, [18℄, [19℄, [32℄, [37℄-[39℄, [45℄, [50℄-[52℄,
[55℄-[59℄, [64℄-[67℄, à òàêæå óòâåðæäåíèé ãëàâ 1 è 2, òî ðåçóëüòàòû î ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1) ïðè ε→ 0 â ëèòåðàòóðå
îòñóòñòâóþò. Ïðåäëîæåííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå òåîðåìû ÷àñòè÷íî çàïîëíÿ-
þò ýòîò ïðîáåë.
Òåîðåìà 3.1 îïóáëèêîâàíà àâòîðîì â [25℄, ãäå òàêæå ïðîâåäåíî åå äîêàçà-
òåëüñòâî äëÿ t = T.
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